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内 容 简 介 


材料 力学 是 高 等 院 校 开设 的 专业 基础 课程 ， 同 时 也 是 全 国 高 校 相关 专业 的 硕士 入 学 考试 必 考 课 程 。 为 了 
帮助 广大 的 考研 学 牛 进 行 系统 复习 ， 根 据 国家 教育 部 颁布 的 高 等 工科 院 校 《材料 力学 课程 教学 基本 要 求 } 编 
写 了 本 书 。 

全 书 共 分 为 13 章 ， 每 一 章 均 由 知识 要 点 、 本 章 内 容 总 结 、 典 型 题 分 析 、 习 题 外 部 分 组 成 。 本 书 首先 通 
过 知识 要 点 和 内 容 总 结对 本 章 内 容 散 了 高 度 概括 和 投 述 。 典 型 例题 解析 中 例题 大 都 选 自 国内 重点 高 校 和 科研 
院 所 历年 考研 真题 ， 并 做 了 详细 分 析 和 解答 。 习 题 艾 有 参考 答案 ， 可 通过 练习 以 检测 学 可 效果 ， 进 -一步 握 高 
解 题 能 力 。 本 书 最 后 还 给 出 了 各 大 高 校 的 硕 : 上 研究 生 入 学 考试 试题 ， 并 给 出 了 部 分 管 案 ， 其 余 答 案 可 以 到 
www.haixin.org 上 求助 。 

本 书 可 作为 相关 专业 学 生 报 考 硕士 学 位 研究 生 学 习 用 参考 书 及 复习 指导 书 ， 也 适合 于 高 等 院 校 相关 专业 
的 学 生 自 学 使 用 ， 同 时 可 作为 高 等 院 校 青年 教师 的 教学 参考 书 。 


未 经 许可 ， 不 得 以 任何 方式 复制 或 抄袭 本 书 之 部 分 或 全 部 内 容 。 
版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 。 


图 书 在 版 编目 《CIP》 数据 


材料 力学 考研 辅导 / 海 砍 主编 . 一 北京 ， 电 子 工业 出 版 社 ，2008.1 
ISBN 978-7-121-05175-3 


IL 材 … I 海 … II. 材料 力学 一 研究 生 一 入 学 考试 一 自学 参考 资料 TV TB301 
中 国 版 本 图 书馆 CPP 数据 核 字 〈2007) 第 157262 号 


责任 编辑 ， 范 子 垃 钟 永 刚 ”特约 编辑 ， 电 亚 增 
印 筒 : 北京 天 宁 星 印刷 三 
装 订 : 尝 州 市 桃园 装订 有 搬 公 司 
出 版 改行， 电子 工业 出 版 社 
北京 市 海淀 区 万 寿 路 173 信箱 邮编 ”100036 
开 “本: 787X1092 116 印张 ，19.75 ”字数 ;506 千 字 
印 次; 2008 年 1 月 第 1 次 印刷 
印 数 ， 5000 册 定价: 32.00 元 


凡 所 购买 电子 上 【 业 出 版 社 图 书 有 缺损 问题 ， 请 向 购买 书店 调换 。 若 书店 售 缺 ， 请 与 木 社 发 行 部 联系 ， 
联系 及 邮购 电话 : (010) 88254888 。 

质量 投诉 请 发 邮件 至 zlts 食 phei.com.cn， 资 版 恨 权 举报 请 发 邮件 至 dbqq@phei.com.cn。 

服务 热线 ; C010) 88258888。 


反 侵权 盗版 声明 


电子 工业 出 版 社 依法 对 本 作品 享 有 专 有 出 版 权 。 任何 未 经 权利 人 书面 
许可 ， 复制、 销售 或 通过 信息 网 络 传播 本 作品 的 行为 ， 焉 曲 、 算 改 、 列 从 
本 作品 的 行为 ， 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 闭 作 权 法 》， 其 行为 人 应 承担 相 
应 的 民事 责任 和 行政 责任 ， 构 成 犯罪 的 ， 将 被 依法 追究 刑事 责任 。 

为 了 维护 市 场 秩序 , 保护 权利 人 的 合法 权益 , 我 社 将 依法 查处 和 打击 
侵权 盗版 的 单位 和 个 人 。 欢迎 社 会 各 界 人 士 积极 举报 侵权 盗版 行为 ， 本社 
将 奖励 举报 有 功 人 员 ， 并 保证 举报 人 的 信息 不 被 泄露 。 


举报 电话 ， (010) 88254396: (010) 88258888 
传 真 : (010) 88254397 


E-mail: dbqq@phei.com.cn 
通信 地 址 ， 北 京 市 万 寿 路 173 信箱 
电子 工业 出 版 社 总 编 办 公 室 


邮 编 ，100036 


言 与 Ey 
有 百 


材料 力学 是 高 等 院 校 相关 专业 开设 的 技术 基础 课程 , 它 是 所 有 相关 后 续 专 业 课程 的 基础 ， 
同时 也 是 全 国 高 校 相关 专业 硕士 研究 生 入 学 考试 课程 。 为 了 帮助 广大 的 考研 学 生 学 习 和 提高 ， 
特别 是 进行 系统 复习 ， 我 们 根据 国家 教育 部 〈 原 国家 教委 ) 颁布 的 高 等 工科 院 校 《 材 料 力 学 
课程 教学 基本 要 求 》 编 写 了 本 书 。 

由 于 高 校 众多 ， 水 平 不 同 ， 要 在 有 限 的 篇 幅 内 完成 对 各 类 专业 课程 有 针对 性 的 指导 是 相 
当 困 难 的 。 为 了 解决 这 方面 的 问题 ， 我 们 经 过 反复 讨论 ， 并 征求 了 大 量 一 线 教师 的 意见 ， 将 
一 些 通 用 原则 和 方法 的 指导 放 在 首位 ， 并 结合 大 量 相 关 实 例 进行 了 讲解 。 

本 书 共 分 13 章 ， 附录 提供 了 部 分 高 校 的 近 几 年 真题 ， 并 对 部 分 真是 进行 了 较为 详细 的 讲 
解 ， 其 他 真题 及 复习 过 程 遇 到 的 问题 可 到 “ 海 欣 考研 论坛 ”(www.haixin,org) 进行 求助 下 载 。 
对 于 全 书 而 言 ， 每 章 内 容 包括 : 

(1) 知识 要 点 。 对 于 每 章 的 重要 知识 ， 尤 其 是 在 历年 真题 中 经 常 出 现 的 重要 考点 做 了 总 
结 和 提示 ， 读 者 可 以 根据 提示 对 本 章 内 容 在 复习 时 有 个 侧重 点 。 

《2)》 本 章 内 容 总 结 。 结 合 知识 要 点 提示 ， 再 对 每 一 章 的 知识 要 点 进行 详细 地 讲解 ， 使 得 
读者 可 以 快速 地 把 握 知 识 要 点 ， 更 加 快速 地 提高 复习 效率 ,在 总 结 部 分 还 添加 了 一 些 解 题 技 
巧 ， 更 加 有 利于 读者 复习 。 

(3) 典型 例题 解析 。 在 该 部 分 我 们 针对 上 典型 考研 真题 分 析 中 提出 的 相应 考点 帮助 读者 得 
选 出 相关 真题， 结合 高 校 材料 力学 历年 考研 真题 进行 全 面 地 讲解 ， 并 在 最 后 给 出 规律 性 的 总 
结 ， 更 加 方便 读者 去 把 提 考 点 ， 更 好 地 应 对 考研 ， 成 为 考研 必 不 可 少 的 一 本 书 。 

(4) 习题 。 在 每 一 章节 前 后 面 给 出 了 部 分 自我 测试 题 ， 并 在 本 书后 面 附 有 参考 答案 ， 读 
者 可 通过 练习 以 检测 学 习 效果 ， 进 一 步 提 高 解 题 能 力 。 

(5) 在 本 书 的 最 后 附 了 部 分 高 校 最 新 材料 力学 硕士 研究 生 入 学 考试 真题 ， 对 于 报考 硕士 
研究 生 的 考生 来 说 ， 这 无 疑 是 最 宝贵 的 资源 。 

村 科 力 学 考题 的 具体 类 型 并 不 是 很 多 ， 因 此 在 选择 例题 和 习题 的 过 程 中 ， 我 们 主要 针对 
典型 是 型 和 一 些 具有 代表 性 的 真题 进行 了 总 结 ， 并 选择 了 一 些 高 等 工科 院 校 的 最 新 试题 。 目 
的 是 使 读者 了 解 和 掌握 不 同类 型 题目 的 解 题 方法 和 技巧 ， 以 便 扩大 解 题 思路 ， 培 养分 析 和 解 
决 实际 问题 的 能 力 。 

本 书 力 求 科 学 性 、 先 进 性 、 指 导 性 ， 既 能 促进 高 等 工科 类 院 校 学 生 的 材 科 力学 学 习 ， 又 
不 脱离 大 多 数 一 般 院 校 的 实际 ， 提 供 切实 可 行 的 参考 实例 。 本 书 可 作为 相关 专业 掌 生 报考 硕 
士 学 位 研究 生 学 习 用 参考 书 及 复习 指导 书 ， 也 适合 于 高 等 院 校 相关 专业 的 学 生 自 学 使 用 ， 同 
时 可 作为 高 等 院 校 青年 教师 的 教学 参考 书 。 

在 收集 和 整理 往年 考研 真题 和 笔记 的 过 程 中 ， 得 到 了 清华 大 学 、 上 海 交 通 大 学 、 东 南大 
学 、 同 济 大 学 、 西 安 变 通 大 学 、 西 北 工业 大 学 、 新 江 太 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 哈 尔 淡 工业 
大 学 、 天 津 大 学 、 中 国 科学 技术 大 学 、 华 中 科技 大 学 、 华 南 理工 大 学 、 中 科 院 等 高 校 和 科研 
院 所 的 老师 及 研究 生 的 热情 帮助 ， 在 此 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 

本 书 由 海 欣 主编 ， 温 正 、 唐 家 鹏 编著 ， 男 外 魏 新 、 夏 金玉 、 丁 金 滨 、 王 伟 、 吴 链 、 刘 志 
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明 、 何 嘉和 扬 、 张 杰 、 刘 正 华 等 也 参与 了 部 分 编写 工作 。 书 中 错误 在 所 难免 ， 奶 请 广大 读者 朋 
友 批 评 指 正 。 同 时 在 校 一 线 授课 老师 对 该 书 进 行 了 认真 仔细 的 审阅 ， 并 提出 了 许多 极为 宝贵 
的 修改 意见 ， 对 提高 本 书 质量 起 了 很 大 的 作用 ， 对 此 致 以 衷心 的 感谢 ! 

由 于 作者 水 平 有 限 ， 编 写 时 间 较 短 ， 书 中 欠 妥 错误 之 处 在 所 难免 ， 希 望 读 者 和 同仁 能 够 
及 时 指出 ， 共 同 促 进 本 书 质量 的 提高 。 

用 户 在 使 用 本 书 时 , 出 现 相关 疑问 以 及 碰 到 难以 解答 的 古 目 , 可 到 为 本 书 专门 提供 的 “ 海 
欣 考 研 论坛 ” 中 提问 ， 编 者 会 尽快 给 予 解答 ， 另 外 该 论坛 还 提供 了 部 分 真题 及 答案 ， 读 者 可 
以 到 相关 栏目 下 载 。 论 坛 网 扯 为 : www.haixin.org/kybbs。 


编 者 
2007 年 6 月 于 北京 
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知识 赦 点 


材料 力学 所 研究 的 是 构件 在 外 力作 用 下 爱 力 .变形 和 破坏 的 规律 ,为 工程 结构 的 合理 设计 
提供 有 关 强 度 ,刚度 和 稳定 性 分 析 的 基本 理论 和 方法 。 
本 章 主要 简单 介绍 材料 力学 研究 的 基本 假设 及 基本 概念。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 


1. 基本 假设 


《了 切 连 续 人 性 假设 :无 空隙 , 力学 量 是 坐标 的 连续 函 煞 。 
(2) 均 匀 性 假设 :各 点 具有 相同 的 力学 性 能 。 
(3) 各 向 同性 假设 ; 沿 各 方向 力学 性 能 相同 。 


2. 外 力 与 内 力 


(1) 外 力 :其 他 物体 或 构件 作用 在 该 物体 上 的 力 ,包括 载荷 与 约束 反 力 ; 

C2) 内 力 ; 由 外力 作用 而 引起 的 物 栖 商 部 分 之 间 的 四 互 作用 力 。 

《3) 截 面 法 :由 假想 截面 将 杆 件 截 开 , 即 解除 内 部 约 东 ,相应 内 力 得 以 显露 。 内 力 通常 是 分 
布 广 ,内力 的 合力 亦 简 称 内 力 , 即 内 力 常 指 内 方 的 合力 。 


3, 正 应 力 与 前 应 力 


应 力 记 二 lim 全, 类似 于 压强 作用 于 表面 。 总 应 力 p 的 法 向 分 量 称 为 正 应 力 ; 切 向 分 量 
r 称 为 前 应 力 。 


名 一 到 十 也 


单位 ; 1Pa = ]N/m: ，1MPa 二 105Nyimz 一 1N/mm’ 
4. 勤 应 力 互 等 定理 


前 应力 互 等 定理 :在 微 体 的 互 垂 截面 上 ,垂直 于 截面 变 线 的 剪 应力 数 值 相 等 ,而 方向 则 指向 
或 高 开 该 交 线 , 即 


5. 应 变 

正 应 变 := 一 im 多 

剪 应变 ; y {弧度 ) ;小 变形 时 y 一 tany 
6. 胡 克 定律 


由 杆 单 向 受 力 试验 可 知 , goc 6 ,引入 比例 系数 下 ,于 是 得 a 二 Fe ( 胡 克 定律 , 上 :弹性 
模 量 ) 。 

根据 纯音 试验 可 知 , r+ 二 GY (前 切 胡 克 定 律 , G : 切 变 模 量 或 剪 切 弹性 模 量 ) 。 

正 ,G 单位 通常 为 GPa , 1GPa 二 10:MPa 一 10* Pa 

7. 截面 的 几何 性 质 


(1) 静 矩 与 形 心 
静 征 :平面 图 形 面 积 对 某 坐 标 轴 的 一 次 第 。 定 艾 静 虑 为 : 


S. 一 Jada S, = [zaA 


形 心 即 凡 和 何 中 心 , 对 于 均 质 薄板 , 均 质 薄板 的 重心 与 平面 图 形 的 形 心 有 相 同 的 坐标 zc 和 x ， 
则 薄板 重心 的 坐标 为 : 


[ya Ss [zdA __ Sy 
“YA A’'™® A A 
J 形 必 是 
所 以 形 心 坐标 为 : ze 二 字 ，ye 二 这 
《2) 极 帆 性 条 
D = |edA ,表示 平面 图 形 对 某 坐标 办 的 二 次 矩 。 
(3) 轴 局 性 矩 
[= [yrdA ,LL = [edA ,分 别称 为 对 = 轴 与 * 轴 的 惯性 抵 
C4) 惯性 积 


定义 I = |ozdA 为 图 形 对 一 对 正 交 轴 y.z 轴 的 惯性 积 。 若 yz 轴 中 有 一 根 为 对 称 轴 风 
其 惯性 积 为 零 。 
(5 惯性 矩 的 平行 轴 定 理 ; 
L=L 十 Aa 
即 截面 对 于 任 一 轴 z 的 惯性 矩 , 等 于 对 其 平行 形 心 轴 zo 的 惯性 逢 加 上 截面 面积 与 两 办 间 
晶 高 平方 之 乘积 ， 


同 理 有 1, 二 DL 十 AB , 式 中 ,yo 轴 为 形 心 轴 ,y 轴 与 yo 轴 平 行 ,相距 为 5。 
2, 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


【 例 11 在 边 长 为 2a 的 正方 形 图 形 中 挖 去 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 ,如 图 1-1 所 示 。 试 求 
该 图 形 对 = 轴 和 i 轴 的 惯性 矩 I 、I 以 及 对 y、z1 轴 的 惯性 积 Lx 。( 东 南大 学 ,1998 年 ) 
了 


了 


解 ”首先 求 大 正方 形 对 * 轴 和 y 轴 的 民 性 矩 。 正 方形 对 过 形 心 平行 于 边 的 查 线 的 馈 性 和 矩 
都 为 :TI 一 (2a)47/12 一 4a473 
由 于 大 正方 形 对 y 轴 和 x 辅 的 惯性 矩 相 等 ,于 是 ,对 y 轴 和 > 轴 的 惯性 算 为 


4 
LD = 12 一 EE 


由 于 大 正方 形 关于 y 轴 和 x 轴 对 称 ,惯性 积 L 二 0; 小 正方 形 对 y 轴 和 > 轴 的 惯性 矩 
为 ;有 一 [一 at4712 
惯性 积 ,L -一 0 
由 转轴 公式 得 小 正方 形 对 y 轴 和 x 轴 的 惯性 矩 与 惯性 积分 别 为 ; 
by -一 工科 一 ad/12 TI 全 一 属 
由 转轴 公式 可 知 , 当 饥 性 积 为 零 , 旦 对 两 轴 的 民 性 矩 相等 时 ,过 这 点 的 任意 商 条 相互 垂直 的 
轴 ,都 是 主 慑 性 轴 。 
因此 ,所 求 图 形 对 = 轴 的 惯性 矩 I 和 对 yz 轴 的 饶 性 积 L- 分 别 为 : 
24) cy da a 5., 
LL 一 工 : 一 工 Tq 1 4° ‘Tw = 0 
所 求 图 形 面积 和 A= (2a)? 一 a? 二 3a7 , 则 由 轴 平 移 关 系 得 所 求 图 形 对 zi 轴 的 惯性 矩 I 和 对 
YE 轴 的 惯性 积 Ly 分 别 为 ; 
ls = Laa) 3a 一 人 ,1 =0 
【 例 23 在 矩形 面 中 控 去 一 个 直径 为 ae 的 圆 形 ( 图 1-2), 则 该 图 形 对 zx 辅 的 惯性 抢 1 二 
。《 东 南大 学 ,1999 年 ) 


解 ”采用 组 合 面积 方法 求 惯性 矩 ,计算 流程 如 图 1-3 所 示 。 
} y 


图 1-3 
首先 ,分 解 成 矩形 和 圆 形 , 然 后 矩形 进行 平移 ,计算 时 ,从 后 往 前 。 和 矩形 和 图 形 对 形 心 怪 性 
轴 的 惯性 矩 分 别 为 : 


T = 2 do) 320 
第 12 12 3 


1 
64 
将 扬 形 的 形 心 向 上 移动 a, 其 对 = 轴 的 惯性 矩 为 : 
L 一 1g a “ 2a + 4a ~ 18 Sat 
再 将 平移 后 的 矩形 挖 去 圆 形 面积 所 产生 的 惯性 矩 ,得 该 图 形 对 z 轴 的 惯性 矩 ， 


< 一 |] 一 — 2 4 TT ,二 一 56 世 4 
二 I 一 Ig 18 3e 642 (3 下)a 


第 三 下 习 题 
一 、 简 答题 
1. “材料 力学 "课程 主要 研究 什么 ?长 安 太 学 ,2001 年 》 
二 填空 题 
1. 材料 力学 中 ,对 凌 形 面体 做 了 、 、 的 三 个 基本 假设 。 


《国防 科技 大 学 ,2004 年 ) 
2. 材料 在 使 用 过 程 中 提出 三 个 方面 的 性 能 要 求 , 世 


三 ,选择 题 

1. 在 下 列 各 工程 材料 中 ， 不 可 应 用 各 向 同性 假设 。GE 京 航空 航天 大 学 ,2003 年 ) 
A. 铸铁 B, 玻璃 C. 松林 也, 铸 铀 

2. 根据 小 变形 条 忻 ,可 以 认为 
A. 构件 不 变形 B. 构件 变形 


,构件 仅 发 生 弹 性 变形 D. 构件 的 变形 远 小 于 其 原始 尺寸 


第 2 章 轴 向 拉 压 与 剪 切 


知识 要 点 


本 章 主 要 介绍 了 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 与 变形 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 
包括 : 
(1) 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 模 截 面 上 的 内 力 和 应 力 ，; 
(2) 直 杆 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 课 截 面 上 的 应 力 ; 
《3 材料 在 拉 伟 时 的 力学 性 能 以 及 材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 ; 
(4) 温 度 和 时 间 对 材料 力学 性 能 的 影响 ; 
(5 失效 .安全 系数 和 强度 计算 ， 
《6)? 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 的 变形 及 变形 能 ; 
(7) 拉 伸 .压缩 静 不 定 问 题 ; 
(8) 温 度 应 力 和 装配 应 力 ; 
《9) 剪 切 和 挤 压 的 实用 计算 。 


第 一 节 ”本 章 内容 总 结 


1. 轴 向 拉 压 杆 的 内 力 


直 杆 所 受 外 力 或 其 合力 与 杆 轴线 重合 , 沿 轴 线 方 向 将 发 生 伸 长 或 缩短 变形 , 称 这 种 变形 为 
轴 向 拉 伸 或 压缩 ,简称 轴 向 拉 压 。 正 的 轴 力 力 矢 背 向 截面 ,使 杆 件 拉 伟 ! 负 的 轴 力 力 矢 指向 截 
面 ,使 杆 件 压 缩 。 


2. 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 


内 力 : 在 轴 向 载荷 已 作用 下 , 杆 件 横 截面 上 的 唯一 内 力 分 量 为 轴 力 N, 它 们 在 该 截面 的 两 
部 分 的 大小 相等 .方向 相反 。 规 定 拉力 为 正 ,压力 为 负 。 

正 应 力 在 截面 上 均匀 分 布 ; 即 :o. 一 N/A 

其 中 入 为 轴 力 ,A 为 杆 的 横 截 面积 , 轴 力 N 为 正 使 时 ,os 为 正 值 ,是 拉 应 力 ; 反 之 为 压 
应 力 。 
轴 力 图 : 轴 力 沿 杆 轴 变 化 的 图 。 采 用 设 正 法 画 法 。( 即 将 未 知 扭矩 假定 为 正 疝 ) 


3. 圣 维 南 原理 应 力 集中 


由 于 在 杆 端 外 力作 用 的 方式 不 同 ,将 会 对 杆 端 附近 处 各 截面 的 应 力 分 布 产生 影响 (应 力 非 均 
名 分 布 ) ,而 对 远离 杆 端的 各 个 截面 ,影响 甚 小 或 根本 没有 影响 。 这 -一 规律 称 为 鞋 维 南 《Sainft- 
Venant) 原理 ， 


工程 实际 中 , 由 于 结构 或 功能 上 的 需要 ,构件 常 制 成 阶梯 形状 . 带 有 圆 孔 或 切 槽 等 ,使 构件 
截面 尺寸 或 形状 发 生 突 变 。 较 精确 的 理论 分 析 和 实验 表明 ,在 外 力作 用 下 ,弹性 体形 状 或 截面 
尺寸 发 生 突 变 的 局 部 区 域 应 力 急 剧 增 大 ,这 种 现 演 称 为 应 力 集 中 。 


4. 拉 压 杆 斜 截面 上 的 应 力 


利用 截面 法 分 析 拉 压 杆 横 截 面 上 的 应 力 ,如 图 2-1(a) 所 示 , 沿 任 一 斜 截面 m 一 mm 将 杆 切 开 ， 
其 横 截 面 上 的 应 力 均 色 分布 。 


tt 
~ 号 
| ” se 
\ LA 
mr 


〈 妇 度 力 分 布 图 图 ?1 Ch 六 力 沿 截面 法 向 与 切 向 分 和 
如 图 2-1( 交 所 未 ,由 于 如。 全 -一 PP 一 一 0, 故 而: 


_ Pcosg 


oo 


4 = pcOsa— ocos ay 一 如 sina 一 依 Sim2er 


Ora — 0 Ca—=0") ;row — Ca=45°) 
方位 和 角 z: 道 时 针 方向 为 正 ; 剪 应力 row :使 研究 对 象 有 有 顺 时 针 转 动 趋势 为 正 。 
5. 轴 向 拉 压 杆 的 变形 与 胡 克 定律 


由 o 一 只”， e= 学 以 及 间 克 定律 v 一 及 得 ， 


训 = 学 w 一 ,该 式 仍 称 为 硼 克 定律 


式 中 EA; 截面 抗 拉 压 刚度 ,简称 为 拉 压 刚度 ;Ai 拉 为 正 , 压 为 负 。 


由 简单 胡 克 定律 得 轴 向 线 应 变 :ex 一 难 一 六 


轴 向 拉 压 杆 的 轴 向 变形 公式 ; A 二 | a Edz 


对 于 各 向 同性 材料 ,横向 变形 为 :ey 二 6 二 一 je: 二 一 疼 ox 


6. 拉 庄 杆 的 横向 变形 与 泊 松 比 
4 负 值 ) 


一 一 -一 
一 全 一 -Ee 一 A 生 


对 于 各 向 和 弹性 模 量 王 , 泊 松 比 z 与 切 变 模 量 G 之 问 存在 如 下 关系 , 即 只 有 两 个 独 
立 弹 人 性 常数 :G 一 


6s 


sats 


7 轴 向 拉 压 应 变 能 


准 葬 态 加 载 ( 逐 渐 缓慢 加 载 , 可 忽略 动能 与 热能 的 变化 ,此 时 应 变 能 一 外 力 功 , 邯 D 一 砚 。 
W = | Pq ,对 于 线 弹 性 材料 : 已 一 局 


1 


W = FkA? 一 六 PA , 拉 压 杆 ( 等 截面 ,应 力 为 常数 ) 


8. 拉 压 与 形状 应 蛮 比 能 


应 变 比 能 :单位 体积 的 应 变 能 u 一 加 ,单元 体 dV = dzdydz 。 


(1) 轴 向 近 压 
dP.dA_odrdz*sedy_, "人 
(2) 纯 雯 
tdrdz :ydy _,， : UV_t 
dtl 5 2 "drdyde ou > 二 大 


9. 轴 向 拉 压 静 不 定 问题 以 及 温度 应 力 、 装 配 应 力 的 概念 


(1) 静 不 定 问 题 

单 任 静 力 学 平衡 方程 不 能 解 出 全 部 未 知 力 的 问题 , 称 为 静 不 定 问题 。 静 不 定 问 题 的 特点 是 未 知 
力 的 数 日 多 于 药力 平衡 方程 式 的 数目 ,所 以 求解 静 不 定 问题 的 关键 是 建立 关于 未 知 力 的 补充 方程 。 

由 于 多 余 约 束 的 存在 , 杆 系 的 变形 受到 了 限制 ,因此 ,补充 方程 可 由 杆 件 各 部 分 间或 杆 系 中 
各 杆 间 变 形 是 协调 的 这 一 条 件 , 即 从 变形 的 几何 关系 方面 人 手 得 到 。 

建立 了 与 静 不 定 次 数 相 等 的 补充 方程 后 , 静 不 定 问题 迎刃而解 。 一 般 超 静 定 间 题 的 解法 为 ， 

中 解除 “多 余 ” 约 束 , 使 超 静 定 结构 变 为 更 定 结构 (此 相应 静 定 结构 称 静 定 基 ) ,建立 静 力 平 
” 黎 方 程 。 

名 根据 "多余 ”约束 性 质 , 建 立 变形 协调 方程 。 

名 建立 物理 方程 (如 胡 克 定律 ,热膨胀 规律 等 ) 。 

四 联 立 解 静 力 平衡 方程 以 及 加 各 所 建立 的 补充 方程 , 求 出 未 知 力 ( 纳 束 力 或 内 力 )。 

变形 协调 条 忻 应 使 静 定 基 变 形 与 原 超 静 定 结构 相 一 致 。 

《2 温度 应 力 

温度 变化 要 引起 物体 的 膨胀 或 收缩 。 对 于 静 定 结构 , 杆 件 可 以 自由 变形 , 当 温 度 均匀 变化 
时 ,在 构件 肉 不 会 引起 应 力 ; 但 对 于 静 不 定 结构 , 由 于 构件 变形 受到 部 分 或 全 部 约 东 ,温度 变化 
时 就 要 引起 应 力 。 这 种 由 温度 变化 所 引起 的 应 力 , 称 为 湿度 应 力 。 

在 求解 此 类 问题 时 ,除了 需要 建立 静 力 方程 外 , 还 需 补 充 一 个 变形 协调 方程 ; 


Mln 一 ALT 
A 下 是 杆 件 因 尺 作用 而 产生 的 缩短 ， Ar 是 温度 上 升 A 工 时 的 伟 长 。 
以 及 增加 物理 方程 , AF 一 a&T* AL 一 


(3) 装 配 应 力 

构件 的 加 工 误差 是 难以 避免 的 。 对 静 定 结构 ,加 工 误 差 只 是 引 趣 结构 几何 形状 的 微小 变 
化 ,而 不 会 在 构件 内 引起 应 力 。 但 对 静 不 定 结构 ,加 工 误差 就 要 在 构件 内 引起 应 力 。 这 种 由 于 
装配 而 引起 的 应 力 称 为 装配 应 力 。 


10. 应 力 集中 的 概念 


实际 工程 构件 中 ,有 些 零 件 常 存在 切口 . 切 模 `. 油 孔 .螺纹 等 ,致使 这 些 部 位 上 的 截 而 斥 寸 发 

例如 开 有 圆 孔 和 带 有 切口 的 板 条 , 当 其 受 轴 向 拉 伸 时 ,在 圆 孔 和 切口 附近 的 局 部 区 域内 ,应 
力 的 数值 剧烈 增加 , 而 在 离开 这 一 区 域 稍 远 的 地 方 ,应 力 迅 速 降 低 而 趋 于 均匀 。 这 种 现象 , 称 为 
应 力 集中 . 

截 而 尺寸 变化 越 急剧 , 孔 越 小 , 角 越 尖 , 应 力 集中 的 程度 就 越 严 重 , 局 部 出 现 的 最 大 应 力 
ouux 就 越 太 。 鉴 于 应 力 集中 往往 会 前 弱 杆 件 的 强度 ,因此 在 设计 中 应 尽 可 能 避免 或 降低 应 力 集 
中 的 影响 。 

为 了 表示 应 力 集中 的 强 弱 程度 ,定义 理论 应 力 集中 系数 ;上 二 人 

丰 值 可 查阅 有 关 设计 手册 。 当 53>d, 则 ==3。 其 中 wm 为 削弱 而 上 得 向 正 应 力 的 峰值 :m 
为 前 弱 面 上 名 义 应 力 。 如 对 厚度 为 + 的 矩形 截 而 板 条 


m= 
ttb—d) 
其 中 5 为 板 条 原 宽度 ,d 为 孔径 或 切口 宽度 。 
必须 指出 ,材料 的 良好 塑性 变形 能 力 可 以 缓和 应 力 集中 峰值 ,因而 对 低 磋 钢 之 类 的 塑性 材 
料 应 力 集 中 对 强度 的 削弱 作用 不 很 明显 ,而 对 脆性 材料 ,特别 对 铸铁 之 类 内 含 大 量 显 微 缺 陷 、 组 
织 不 均 句 的 材料 将 造成 严重 影响 。 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 ， 

(1) 阶 梯形 杆 的 变形 计算 ; 

C2) 静 不 定 问 题 的 计算 。 包 插 : 从 力学 方 而 建立 静 力 平衡 方程 式 , 从 变形 方面 建立 变形 协调 
方程 式 , 从 物理 方面 ,建立 变形 与 力 之 间 的 关系 式 ; 

C3) 结构 装配 应 力 的 计算 。 关 键 在 于 正确 建立 补充 方程 ， 

(4) 构 件 受 惯性 力作 用 时 的 应 力 计算 。 对 作 元 速 运动 的 质点 系 ,如 果 值 想 地 在 每 一 质点 上 
加 上 属性 力 , 则 质点 系 上 的 诛 力 系 与 惧 性 力 系 组 成 平衡 力 系 。 这 样 ,就 可 把 动力 学 问题 在 形式 
上 作为 静 力 学 问题 来 处 理 , 即 动静 法 。 


"Bs 


【 例 1〗 图 2-2 所 示 杆 系 的 两 杆 同 为 钢 杆 ,EE 二 200GPaya 一 12.5X10™*/'C。 两 杆 的 横 截 面 面 积 
局 为 0crr , 若 BE 杆 的 湿度 降低 20C, 而 BD 杆 的 音 度 不 变 , 试 求 两 杆 的 应 力 。( 同 济 大 学 ,2002 年 ) 

解 BC 杆 降温 ,其 冷 铺 受到 杆 BD 和 支 座 B 的 约束 ,将 受 拉 ,BD 杆 将 受 压 , 取 节 点 己 受 力 
分 析 如 图 2-3 所 示 。 


乒 2-2 二 2-3 


由 平衡 条 件 > ,下 一 0 得 ,Nac .cos30" 一 Nm OD 


对 杆 BC 和 BD 的 变形 几何 分 析 如 图 2-4 所 示 , 其 中 BB' 是 杆 BC 的 收缩 量 , BB" 是 杆 BD 的 
收 纠 量 , 有 即 Alec 一 BB' 9 上 an = BE 


从 图 中 可 见 ; Alsc 一 Atap * cos307 全 
由 物理 条 件 ， 

Ai =— EE a AT ,区 二 
| Me @ 
联合 名 加 加 OO, 解 出 Ne 一 30, 3kKN, Nap 二 26, 2kN 

Nee 
A 30, 3(MPa) 
gop = Me = 26. 2(MPa) 
苑 是 两 杆 的 应 力 。 


评注 , 超 静 定 结构 中 ,由 于 温度 改变 引起 的 变形 是 外 力 变 形 和 温度 变形 共同 引起 的 ,这 是 超 
毅 定 结构 特有 的 ,要 引起 注意 。 

【 例 23 如 图 2-5 所 示 的 工 形 刚 剧 , 受 杆 1. 杆 2 和 活动 贸 链 约束 ,两 杆 横 截 面积 为 A 和 
A: ,两 杆 材料 相 砚 , 许 用 拉 应 力 [eo#+ ] 一 100MPa, 许 用 压 应 力 [e 二 40MPa, 试 按 强 度 条 件 确 
定 许可 载 答 PP 值 。(Al 一 200mnr , As 一 300mmr) (南京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


解 取 工 形 刚 体 必 为 研究 对 象 , 受 力 分 析 如 图 2-6 所 示 : 


图 2-5 
由 平衡 条 件 >iF, 二 0 和 DM 一 0 得 到 ， 
Ni 十 NN; 里 cos45” 一 0 
Ja 十 Pa 二 RN，2a。cos45 一 站 


由 上 面 两 式 解 出 :Ni 一 P( 扩 ), Ns 一 一 vy2P ( 压 } 
对 杆 1; oi 二 MP Lo’ 二 100MPa P20kN 
1 


A A 


对 杆 2: os 一 | i | 一 一 | [oo |= 40MPa P&B. 5kN 


许可 荷载 是 :LP] 一 8. 5kN 
评注 ;对 杆 体 进行 强度 校 核 是 材料 力学 的 重要 任务 之 一 。 要 在 保证 每 一 项 强度 指标 都 洪 足 
的 前 提 下 得 到 最 小 荷载 即 为 许 用 荷载 。 
【 例 3] 如 图 2-7 所 示 的 支架 中 ,已 知 两 杆 村 料 相同 ,其 横 截 面积 之 比 是 Al /As 一 273, 承 
受 荷 载 F。 
试 求 :(1) 两 杆 内 的 应 力 相等 时 的 夹 角 8 
(2) 若 =10kN ;Ai 一]100mm? 时 的 杆 内 应 力 ( 东 南大 学 ,2002 年 ) 


图 2-? 
解 (1) 设 杆 1 和 杆 2 内 力 是 Ni,N;; 取 节点 BB 分 析 如 图 2-8 所 示 。 


10» 


由 平衡 条 件 > ,FE. 一 0 和 >) FF, 一 0 得 到 


(es 一 0 由 
Nssing—F=0 四 
若 要 求 两 杆 应 力 相等 , 则 : a 一 企 一 ao 一 让 

Ni A 2 
到 N A; 3 


从 以 上 两 式 , cos6 二 三 


即 : 当 0 二 arecos( 孔 ) 时 , 杆 1 和 杆 2 的 应 力 相等 。 
(2) 若 下 一 10kN, 则 由 式 中 和 式 包 ,得 到 


FF 
sing 
MN) 一 aeos 一 F, cotp 
于 是 , 桂 内 应 力 是 
~N 3 
dl 一 x 一 人 “cow C= l100cotht MPa) 
ny: 10 X 108 1 67 
i re MP 
A 100 x 3 sing sing. a) 


2 
评注 ;材料 力学 的 计算 十 分 复杂 ,读者 要 养 成 良好 的 解 题 习惯 ,以 免 因为 计算 失误 而 失 分 。 
【 例 生 如 图 2-9 示 阶梯 形 圆 杆 , 其 长 上 度 与 直径 分 别 是 4 ,1 ,di,d:。 若 杆 的 弹性 模 量 为 
E, 在 忆 和 作用 有 轴 向 力 忆 , 求 C 截面 的 轴 向 位 移入 CC 北京 航空 航天 大 学 ,2002 年 )。 


图 2-9 
解 ” 设 固定 端 和 A 和 B 的 支 反 力 分 别 是 NA 和 Ns, 对 阶梯 杆 受 力 分 析 , 如 图 2-10 所 示 : 


由 平衡 条 件 > ,下 一 0 得 到 ， 

Na+Ns=P . 

分 析 阶 梯形 较 杆 的 变形 协调 条 件 , 有 

Alac 一 Al 《 太 ;B 均 为 固定 问 ; 阶 梯形 回 杆 总 长 度 不 变 ) 


ll: 


由 物理 方程 ， 
Na _ _Nal 


Aiac 一 志 
E 时 Al 下 机 dt 
Ai 一 Npls To 全 
E 时 A, EE 开 
和 4 3 
lad? 
于 是 , AC 一 Alac 一 -An 一 4P. 一 22， (方向 水 平 向 左 ) 
E. Xa? Ex(hai + bdi) 
4 


评注 :一 次 超 静 定 间 题 ,变形 协调 条 件 作为 补充 方程 。 读 者 应 学 会 建立 相应 变形 协调 条 忻 。 
【 例 5] 在 图 2-11 示 结 构 中 ,CD 为 刚性 杆 , 已 知 P 二 3kKN, 余 杆 AB 的 截面 面积 A 一 100mmt ， 
许 用 应 力 Lej] 二 160MPa, 试 校 核 AB 杆 的 强度 。( 华 东 理 工大 学 ,2002 年 ) 


图 2-11 


解 ” 了 到 刚性 杆 CD 作为 研究 对 象 , 爱 力 分 析 如 图 2-12 所 示 。 


由 平衡 条 件 > ,RM 一 0 得 到 ， 

P22a— Nap. sin30 ea 一 0 

Na 一 4P 一 12kN 

杆 AB 受 拉 应 力 为 : ou 一 、e 一 1 — 120MPa 

而 [oj] 二 160MPa ,显然 oan 二 [oa]; 村 AB 是 安全 的 1 

评注 :本题 是 一 道 基 本 概念 题 , 属 送 分 题 。 

【全 6 在 图 2-13 所 示 结 构 中 ,AB 杆 长 i,CD 村 长 1 一 6, 其 中 58<7,BE 为 刚性 杆 ,AB 杆 
和 CD 杆 抗 拉 压 刚度 同 是 EA, 若 将 CD 杆 装配 到 下 节点 上 , 求 两 弹性 杆 由 此 产生 的 装配 应 力 ， 
《南京 理工 大 学 ,2002 年 ) 


12 。 


图 2-13 


解 由 于 制造 误差 CD 杆 长 1 一 8, 当 CD 杆 装配 到 下 节点 上 后 ,CD 杆 受 拉 ( 设 拉力 是 
Neo)。 从 匀 下 的 平衡 条 件 知道 杆 AB 同样 受 拉 ( 设 拉力 是 Nas)。 
对 刚性 杆 BE 的 受 力 分 析 如 图 2-14 所 示 ， 


由 平衡 条 件 > ,Ms 二 0 得到， 
Nas* a— Nm"a—=0 ,WT:Ns = Ne 
对 结构 的 变形 协调 条 件 进行 分 析 如 图 2-15 所 示 ， 


图 2-15 


由 于 BE 是 刚性 杆 , 从 图 中 几何 关系 有 ; Aling 一 3 一 Alien 
由 物理 条 性， 
Nan al 
E 
Nop 《7 一 个 ) 
FEA 


Alanp 一 


Aion 一 
由 上 面 四 式 解 出 : Ja 一 en 一 于 
即 两 弹性 杆 由 于 制造 误差 产生 的 装配 内 力 是 二 Ag ， 
评注 :装配 应 力 是 实际 生活 中 比较 常见 的 应 力 形式 ,在 材料 力学 习题 中 也 非常 常见 ,读者 要 
热 悉 该 类 问题 的 变形 协调 条 件 的 建立 。 
〖 例 7】 图 2-16 所 示 胶 合 而 成 的 等 截面 轴 向 拉杆 ,村 的 强度 由 胶 双 控制 ,已 知 胶 的 许 用 前 


应 力 [z] 为 许 用 正 应 力 [oj 的 一 半 。 问 = 为何 值 时 ,; 胶 链 处 的 前 应 力 和 正 应 力 同时 达到 各 自 的 许 
用 应 力 。( 河 海 大 学 ,2000 年 ) 
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图 2-16 
解 在 胶合 面 上 ,将 外 力 卫 分 解 成 平行 于 腕 合 面 的 力 PP, 和 垂直 于 胶合 面 的 力 P; 两 部 分 ， 
如 图 2-17 所 示 。 . 


图 2-17 
从 图 中 几何 美 系 知 : Pi 一 Psina ，P， 一 Peosa 


设 横 蕉 面积 为 A, 则 胶合 面 的 面积 是 -全 ,得 到 胶合 面 的 正 应 力 和 剪 应力 分 别 是 : 


T 一 TL 二 上 ,lsin? 
A/cosag A 2 


要 使 胶 甸 处 的 前 应 力 和 正 应 力 同 时 达到 各 自 的 许 用 应 力 , 风 ， 
g_ [Lo_ 2 


r [rl 1 
2 
有 -sa 一 2, 故 v 一 arctan (去) 


Sin2e 


2 


— FE: = .wos 
9 A/cosm A C 


即 当 e 二 arctan[ 二 ) 时 , 胶 锋 处 前 应 力 和 正 应 力 同时 达到 各 自 许 用 应 力 。 


评注 :本 题 属于 材料 强度 的 优化 问题 。 工 程 中 ,要 优化 设计 以 使 构件 在 最 类 限度 内 满足 需 
要 (例如 等 强度 梁 ) ,这 类 考题 在 考试 中 非常 多 见 , 读 者 要 摸 清 套路 。 

【 例 8 如 图 2-18 所 示 ; 刚 性 梁 AB 水 平地 挂 在 两 根 圆 钢 杆 上 ,已 知 钢 弹 性 模 量 下 = 
200GPa , 钢 杆 直径 分 别 是 二 20mm,d; 一 25mmy 今 在 山 性 梁 AB 上 作用 一 横向 力 P, 问 P 在 
何 处 才能 使 刚性 深水 平 下 降 ?〈 复 旦 大 学 ,1999 年 ) 


15sm | 1 
x Pp 2 |lm 
起 [ 吊 B 


= 1]4。 


解 ” 设 圆 钢 杆 1 和 2 中 的 作用 力 分 别 是 Ni 拉 ) 和 Naz( 拉 ) ,对 锅 杆 进行 受 力 分 析 邵 图 2-19 


Sb) 


图 2-19 
由 平衡 条 件 > 下 一 0 和 >)MA 一 0 得 到 
MN 十 Ns 二 P 全 
P*x—2N:=0 人 
由 题 意 ,刚性 梁 AB 水 平 下 降 , 即 有 变形 协调 条 件 
All = Alz 二 
由 物理 条 件 ， 
Mi MN 
太一 一 地) 
EA 工 , 工 xd 
人 Nis 
Al; 二 一 全 ) 
EA Ei 


4 
其 中 ,=1, 5myls = 二 lmyd 二 20mm,d; 二 25mm,E~200GPa 
联 立 中 加 名 加 加 和 解 出 + 二 1. 4m 
评注 ; 抓 住 出 性 梁 术 平 下 降 这 个 隐藏 的 变形 协调 条 性, 才能 顺利 地 求解 本 题 。 本 题 的 物理 
背景 来 源 于 “工程 吊装 问题 ”。 
【 例 人 1 如 图 2-20 所 示 , 刚 性 梁 AB 由 三 根 材料 相同 ,截面 积 均 是 A 的 桂 悬 峙 , 求 力 P 作 
用 下 的 三 杆 的 轴 力 和 变形 。( 南 京 航空 航天 大 学 ,2000 年 ) 


| 图 2-20 


由 平衡 条 件 > ,下 一 0 和 >》)M = 0 得 到 


™N 十 和 十 和 ;一己 OD 
Ns: * 2a+N:3 * 44a™~ Pa=0 @ 
由 于 AB 是 刚性 染 得 到 结构 的 变形 殷 调 条 件 如 图 2-22 所 示 ， 

图 2-22 
即 2Als 一 An + Als 四 
由 物理 条 忻 ， 


其 中 二 上 4 二 4 一 1 联合 中 @ 国 四 得 ; 
Ni 二 证 P ( 拉 )，N 一 3P ( 拉 )，N, 二 南 P ( 拉 ) 
PE 
12EA 

评注 : 解 题 时 一 般 将 杆 件 内 力 设 为 拉力 。 若 计算 结果 是 正 值 , 则 内 力 是 拉力 ;者 计算 结果 是 
负 值 ,出 内 力 是 压力 。 读 者 应 保持 这 种 良好 的 解 题 习惯 ,使 解 题 过 程 简洁 .明快 。 

【 例 103 如 图 2-23 所 示 的 正方 形 梅 架 ,过 长 为 ea 在 节点 和 ,8 处 受到 一 对 大 小 为 卫 的 水 
平 力作 用 。 各 杆 的 材料 弹性 模 量 是 下 ,各 杆 的 横 截 面积 是 A。 试 求 ， 

(1) 杆 AB 的 内 力 ; 

(2) 节点 态 .B 的 相对 位 移 ; 

《3) 若 将 两 个 己 力 同时 转 过 180" ,使 其 指向 AB 杆 , 上 述 结果 会 不 会 变化 ?可 能 出 现 件 么 问 
题 ? (浙江 大 学 ,1999 年 ) 


7F _F 
A 一 TEA MT 3EA’ At 


图 2-23 


解 (方法 一 ,功能 原理 方法 ) 
(D 设 AB 杆 内 力 是 N( 拉 ) ,对 各 节点 应 用 平衡 方程 容易 获得 各 杆 的 内 力 如 图 2- 24 所 示 ， 
结构 各 杆 件 变形 能 之 和 是 : 
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图 2-24 


Uy Ne ,s,s,(P—N’a,,. [LY2(P— NJ *vZa 
2EA 


2FEA | 2FEA 
1 , Na 
而 外 力 做 功 是 : W = 5P Alap 一 3P: EA 


根据 功能 关系 , 即 外 力 做 功 等 于 变形 能 ,有 W= 二 U 


联合 上 面 三 式 可 得 N = 5 一 他 .P 
(8) 车 两 个 P 力 同时 转 180", 则 各 杆 内 力也 反 向 ,AB 村 的 相对 位 移 是 ， 
5 一 v2 ,Fa 
4 EA 
此 时 , 杆 AB 所 受 压 力 最 大 ,有 可 能 出 现 失 稳 ， 
(方法 二 ,解除 约束 方法 ) 
将 多 余 约束 AB 杆 解 除 , 代 之 以 力 N, 对 结构 的 受 力 分 析 如 图 2-25 所 示 ， 


P-N 从 B PN 


Miap 一 


2-25 


令 PP 一 NF, 则 系统 的 变形 能 是 :UU 一 3。 天 所 和 十 2 2 WLI)? » Y2a 
利用 卡 氏 定理 ,节点 A,B 的 相对 位 移 是 ; At 二 宗 一 (045 二 3。 


而 节点 A,B 的 相对 位 移 a 等 于 杆 AB 的 伸 长 , 即 : Alu 二 证 


联合 @@ 得 到 NN 一 5 过 .PpP ,Am 一 于 字 . 桥 


4 EA 
《以 下 同方 法 一 ) 
评注 :方法 二 中 求 位 移 的 方法 还 有 单位 载荷 法 、 莫 尔 积 分 图 乘法 . 功 的 互 等 定理 方法 ,在 后 
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续 章 节 将 会 介绍 ,这 里 从 略 。 
〖《 例 11] 高 为 的 直立 圆柱 ,只 受 容重 + 的 自重 作用 ,车 将 其 上 下 端 固 定 且 保持 柱 的 原 长 


不 变 , 如 图 2-26 所 示 , 贺 柱 材料 的 抗 拉 模 量 EE , 抗 压 模 量 Ei , 求 “一 0 时 的 举 标 z 秆 CC。 {武汉 


太 学 ,2002 年 ) 
咱 


2-26 
解 设 上 端 和 下 端的 支 反 力 分 别 是 Ni,N; ,圆柱 的 横 面 积 为 A, 对 直立 圆柱 的 受 力 分 析 如 
图 2-27 所 示 ， 


-2 
由 平衡 条 件 》,F 一 0 得 到 ; Ni 十 Ns 一 rAh 中 
直立 圆柱 上 段 受 拉 , 下 端 受 压 ,成 线性 分 布 ,如 图 2-28 所 示 。 


总 
机 


圆柱 上 段 的 休 长 量 是 : Ah 一 |， EA" 有 "时 一 二 "信和 
N 


圆柱 下 段 的 缩短 量 是 ; AP 一 | 下， 知 6 惟一 译 AS 


由 变形 协调 条 件 AL 一 Az《〈 直 立项 柱 上 下 端 固定 , 原 长 不 变 ) 
得 到 1 本 Ni Ch—Cy 四 ] 本 NC 
: 2 EA 2 EA 


N_E.Cc 
N: EE hi @ 


+ |] +* 


Ni AC 
简 从 图 2-28 不 难 发 现 N, = 他) 


加 hn 
比较 史 式 和 人 @ 式 ,有 CC 一 1 二 EE 


评注 :本 题 是 一 道 全 国力 学 竞赛 题 ,考查 的 是 一 次 超 静 定 结 构 的 计算 。 对 线性 分 布 轴 力 作 
用 下 的 构件 变形 计算 是 本 题 的 关键 。 

【 例 12】 如 图 2-29 所 示 五 杆 杭 架 , 各 杆 横 截 面积 与 材料 均 相 同 , 试 求 出 在 载荷 P 作用 下 
的 各 杆 轴 力 。( 吉 林 大 学 ,2002 年 ) 
、 解 解除 杆 AB 代 之 以 力 Nas, 对 结构 的 受 力 分 析 如 图 2-30 所 示 ， 


图 2-31 
由 平衡 条 件 了 Fs。 一 0 和 》' Fs 一 0 得 到 ， 


P— Nag 
#3 


-1]9. 


从 图 中 的 几何 关系 有 : 


Atac 


Alpe 2 
和 Alp 
sin30 和 ee 


sin60” 本 ww3 


而 点 A 和 点 BB 的 相对 位 移 就 是 杆 AB 的 伟 长 量 , 即 : AB 一 AA 一 Alap 
由 物理 条 件 ， 


一 Ar AD 一 


Nac * i 
EA 


_ Nae +*t 


Al = Ms! :tac 一 ;AL = FA 


EA 
联合 上 面 各 式 即 可 解 出 : 
Na = 2 一 2 .PP ( 拉 )， 


Nic = No ~ <3—2 ,Pp ( 拉 )， 


Ne — No 一 23 一 2 ,Pp ( 拉 )。 


评注 ,一 次 超 静 定 结构 , 解 除 一 根 杆 件 即 可 。 从 结构 对 称 性 条 件 中 不 难 发 现 解 除 杆 AB 最 
为 侣 适 。 

{ 例 13] 结构 如 图 2-35 所 示 全 一 已 一 天 25, 三 杆 材 料 相同 ,E 王 2X10MPa, 蕉 而 面积 
相同 ,三 100mme 

求 :(1) 若 测 出 杆 1. 杆 2 的 线 应 变 分 别 是 s ,ez ,计算 ss 


(2) 当 8 一 300X10 ,ss 一 400X10 时 ,计算 力 己 的 值 及 己 与 垂直 线 殉 间 8。 《同济 大 学 ， 
2000 年 ) 


图 2-36 
图 2-35 图 


解 (1) 对 节点 了 的 变形 协调 条 件 进行 分 析 如 图 2-36 所 示 。 若 杆 1, 杆 2, 杆 3 的 应 变 分 别 
是 eyeayes ; 则 :; 
Ailco = es Mlpp 一 总 cz 上 nb 一 站 es 
从 图 2-36 中 的 几何 关系 得 到 ， 
Mlap 
cos30” 


一 A 十 到 Al 


Aipn 一 


十 (Ag 一 Apbtan302 } sin30° 


和 


联合 上 面 各 式 即 可 得 出 : s 一 二 V5e: 一 起 a 
(2) 当 一 300X10 ,一 400X10 时 ,由 (知道 e 一 750X10* 而 se 一 六 ,如 


Mh =—=EAel 二 6kN， NN; 一 Ac， —8kN, MN =EAe; 15kN 
对 节点 局 进行 受 力 分 析 如 图 2-37 所 示 ， 


图 2-37 


由 平衡 条 件 2)F; = 二 0 和 > FE, 一 0 得 到 
Psing — Nosin30" — Ni 二 0 
N; 二 Nicos30" — Peos@ 一 0 
联 立 上 面 两 式 解 出 P=24kN,0 一 arctan(0. 456) 一 24. 5° 
评注 ;关键 是 找到 变形 协调 条 件 ,对 位 移 图 的 分 析 能 力 需 要 在 解 题 过 程 中 培养 。 


第 二 节 习 题 

一 、 简 答题 

1. 当 低 夏 钢 试 件 的 试验 应 力 c = m 时 , 试 件 出 现 什么 现象 ?〈 长 安 大 学 ,2001 年 ) 

二 填空 题 

1, 空心 圆 轴 轴 向 接 伸 时 , 受 力 在 弹性 范围 内 ,外 径 将 ;内 径 将 ( 填 “ 沽 小 ” 
或 “ 增 大 ”) 

2. 轴 向 拉 伸 杆 , 正 应 力 最 大 的 截面 基 ; 切 应 力量 大 的 截面 是 。 

3. 进入 届 服 阶段 以 后 ,材料 发 生 变形 。 


4. 一 个 结构 中 有 三 根 拉 压 杆 , 设 由 这 三 根 杆 的 强度 条 忻 确 定 的 结 移 许 用 载荷 分 别 为 五 、 
Fz,F;; 且 让 > FF , 则 该 结构 的 实际 许可 载荷 LF 为 。 

5. 连接 件 应 力 的 实用 计算 是 以 假 度 为 基础 的 。 

6. 在 连接 件 剪 切 强度 的 实用 计算 中 ,前 切 许 用 力 [r] 是 册 实验 得 到 的 。 

7. 置 于 刚性 平面 上 的 短 粗 圆柱 体 AB, 在 上 端面 中 心 处 受到 一 刚性 圆 往 压 头 的 作用 ， 
如 图 2-38 所 示 。 若 已 知 压 头 和 圆柱 的 横 截 面 面 积 分 别 为 150mm2 .250mm ,圆柱 AB 的 
许 用 压 应 力 [oc] 二 100MPa , 许 用 挤 压 应 力 [sw 二 220MPa , 则 圆柱 AB 将 破坏 。 


“21 。 


8, 图 2-39 所 示 和 和 了 的 直径 都 为 @, 则 两 者 中 最 大 剪 应力 为 
三 、 选 择 题 


1. 两 报 受 相同 轴 向 拉力 作用 的 杆 件 ,它们 的 材料 和 横 截 面 面 积 相同 , 杆 1 的 长 度 为 杆 2 的 
2 倍 , 试 比较 它们 的 轴 力 和 轴 向 变形 。 正 确 结论 为 ; 。 
A. 两 杆 的 轴 力 和 轴 向 变形 相同 
B. 两 杆 的 轴 力 相同 , 杆 1 的 轴 疝 变形 比 杆 2 的 小 
C. 两 杆 的 轴 力 相同 , 杆 二 的 轴 向 变形 比 杆 2 的 大 
D. 两 杆 的 变形 相同 , 杆 1 的 轴 力 比 杆 2 的 大 
2, 图 2-40 所 示 四 根 受 拉杆 危险 模 截 面 的 面积 相同 ,首先 破坏 的 杆 件 为 。 
3. 图 2-41 所 示 拉 杆 的 外 表面 上 有 一 斜 线 , 当 拉 杆 变 形 时 , 斜 线 将 
及, 平 动 -” 了 转动 C. 不 动 记 . 平 动 加 转动 


1 


图 2-40 图 2-41 


4, 和 矩形 截面 拉杆 横 截 而 面积 为 AA, 受 轴 向 拉力 王 , 如 图 2-42 所 示 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 
卫 , 泊 松 比 为 p, 则 杆 表 面 直角 ABC 的 角度 改变 量 


3 下 下 
A 8 (THAE B. 0+) AE 
v3 3 了 
Ct 起 D. 宣 (+ 看 
各 站 
F FF 


"D+ 


5. 已 知 图 2-43 所 示 村 人 忻 模 截面 面积 为 A, 材 料 的 弹性 横 量 为 工 , 杆 件 A.B 两 端的 支 座 反 
力 为 。 
A. Fs—F,Fs—0 B. Fa =2F/3,Fe=Fy3 
C, Fa =F/3,Fs=2F/3 D. Fa=F/2,Fe=F/2 
6， 如 蔷 2-44 所 示 的 锅 杆 1,2、3 的 拉 压 刚度 均 为 EA ,长 为 ,车 杆 3 在 制造 时 短 了 #$, 则 正 
确 的 变形 协调 条 件 为 。 
和 ,= 各 十 26z 十 6 及 1 一 而 十 训 十 和 CC 8 一 让 十 28 一 BD, 5 一 2 十 i 十 局 


人 
4 


图 2-43 


B 


四 判断 题 


1. 应 力 公式 = 全 的 使 用 条 件 是 ,外 力 治 杆 件 轴线 , 且 材 料 服从 胡 克 定律 。( ) 


2， 应 力 一 应 变 昌 线 的 纵横 坐标 分 别 为 o 一 已 /As 一 AL / 工 , 其 中 由 和 工 均 为 初始 值 。《  ) 
3. 在 连接 件 上 ,前 切面 和 挤 正面 分 别 平 行 .垂直 于 外 力 方 向 。《  ) 


五 , 必 图 题 
已 知 杆 轴 力 图 (图 2-45), 试 标 出 相应 横 截面 上 的 轴 力 ， 


好 一 上 上 地 1 


图 2-45 


1. 如 图 2-46 所 示 三 角 架 受 力 已 作用 ,村 的 截面 积 为 AA, 弹 性 模 量 为 E, 试 求 杆 的 内 力 和 A 
点 的 铬 垂 位 移 Bov。 


:| 


sn3. 


2. 如 图 2-47 所 示 受 压 柱 ,长 上 ,不 考虑 重力 作用 , 求 其 在 作用 力 P 的 作用 下 , 柱 的 压缩 量 。 


图 2-47 
3, 一 木 柱 受 力 如 图 2-48 所 示 , 柱 的 横 截 面 为 边 长 20cm 的 正方 形 , 材 料 服 从 胡 克 定律 ,其 
弹性 模 攻 王 王 10GPa, 如 不 计 柱 的 自重 , 试 求 : 
《1 做 轴 力 图 ; 
(2) 各 有 段 福 横 截面 上 的 应 力 ; 
(3) 各 有 段 柱 的 纵向 线 应 变 ; 
(4) 柱 的 总 变形 。 


图 2-48 
4 作 图 2-49 所 示 杆 的 轴 力 图 ,并 求 杆 的 应 变 能 (CEA 已 知 )。 


| 一 > 一 >|* 一 5 一 >|< 一 2 一 =| 


图 2- 昌 9 
5, 一 钢丝 沿 铅 亚 方向 贿 紧 在 A,B 两 点 间 。 强 子 长 [二 1, 0m, 截 面积 六 二 1, 0cnY¥ , 预 应 力 oo 
一 100MPa, 在 六 一 0.4m 处 如 一 个 向 下 的 载荷 呈 , 强 的 许 用 应 力 [cj 王 160MPa, 试 求 ， 
(1D)E 王 200GPa; 许 用 载荷 [Pj 及 CC 点 的 位 称 ，; 
(2) 若 要 提高 LP], 施 力 点 忆 应 取 在 何 处 ?LPj 应 该 提高 到 名 少 ? 


* 2 * 


6. 螺栓 连接 如 图 2-50 所 示 , 设 两 者 靠 螺 绞 均匀 传递 拉力 PP, 螺栓 直径 4 一 50mm。 现 需要 
在 螺栓 上 钼 直径 号 一 15mm 的 销 筷 , 要 求 过 销 扎 中 心 线 的 截面 应 力 较 螺栓 危险 面 上 的 应 力 小 
20%。 求 销 孔 与 螺 帽 上 毕 的 距离 x。 


用 


0 


图 2-50 
7 了 ,一 外 径 DD 一 50mm, 内 径 dl 二 25mm 的 钢管 套 在 直径 ds 一 25mm 的 钢 杆 之 外 ,两 端 用 站 
径 为 d= 二 12mm 的 销 钉 连接 ,如 图 2-51 所 示 。 钢 和 钢 的 弹性 模 量 分 别 为 E, 二 105GPa, E, 一 
210GPa, 线 膨胀 系数 分 别 为 a 二 17XX107/C, ws 二 11X10 /人 C。 设 室温 时 ,组 合 忻 没 应 力 。 
试 求 当 整个 组 合 件 的 温度 升 高 50 忆 时 销 钉 内 的 前 应 旋 。 


和 


i 2 
Ei Po 
图 2-51 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 杆 件 扭转 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包括 ; 
《1 外 力 偶 矩 的 计算 ， 

(2) 扭矩 和 扭 盾 图 ; 

(3) 纯 甬 切 ; 

C4) 圆 轴 扭转 时 的 应 力 与 变形 ，; 

《5) 非 圆 截面 杆 扭转 的 概念 ; 

(6) 落 辟 杆 件 的 自由 扭转 。 


第 一 节 ”本 章 内容 总 结 


1. 扭转 杆 件 的 内 力 


受 扭 村 通常 称 为 输 , 所 受 的 外 力 偶 称 为 力 偶 矩 M( 也 称 转 矩 ) ,车 已 知 轴 传递 的 功率 为 Pp ， 
单位 千瓦 (kW) 。 角 速度 (rad/s, 弧 度 / 秒 ) 为 w，? 一 转速 (r/min, 转 /分 )， 则 有 
-一 Mi 
因此 外 力 个 答 : M 一 号 CN ,mm) 


力 偶 矩 表示 的 右手 螺旋 法 则 如 下 图 所 未 ， 


2 机 Mm 
3 丙 
了 
一 [一 全 < 一 一 中 > 
28f 3M 
图 3-1 
扭矩 工 用 于 表示 扭转 杆 件 的 内 力 , 某 一 横 截 面 上 的 扭矩 大 小 ,等 于 该 横 截 面 周一 侧 绕 轴线 


的 全 部 外 力 偶 矩 的 合力 偶 矩 。 矢 量 方向 垂直 于 横 截 面 的 内 力 偶 矩 (矢量 表 永 法 与 拉 压 杆 轴 力 形 
式 相 同 ) 。 


符号 : 正 的 扭矩 矩 矢 背 向 截面 , 即 矢 量 方 向 与 横 截 面 外 法 线 方向 相同 , 负 的 扭矩 徐 天 指向 
截面 。 


2. 圆 轴 扭 转 横 截 面 上 切 应 力 
平面 假定 ; 圆 轴 扭转 变形 后 , 模 截 面 仍 保持 为 平面 , 且 其 形状 与 大 小 以 及 两 横 截面 间距 离 均 


2B* 


不 改变 。 换 言 之 , 圆 轴 扭转 变形 时 ,各 横 截面 如 同 刚性 平面 , 仪 绕 轴 线 作 相对 转动 而 已 ; 
扭转 应 力 公 式 ， 


(1) 几何 方程 


如 图 3-2(a) 所 示 先 取 一 圆 片 , 青 过 轴线 截 二 刀 ,得 一 棉 形 体 。 如 图 3-2Cb) 所 示 , 此 模 形 体 
变形 可 用 两 角度 x, 和 dp 表示。 纵向 线 偏转 角 y, ,两 截面 相对 转角 dg ,根据 弧 长 = 半径 X 贺 心 
和 角 

da = Ydr 一 pdp 


d 
为 一 2 于 oD 


图 3-2 
(2) 物 理 方 程 
由 前 切 胡 交 定 律 + 二 GY ,将 变形 协调 方程 代入 可 每 ， 
tn 一 tp qe (四 


2 为 模 截面 上 任 一 点 到 轴线 的 距离 , z, 为 该 点 的 前 应 力 。 


士 式 表明 ,扭转 甬 应 力 随 p 线 性 变化 。p 二 0 的 点 , 即 原点 处 前 应 力 为 0, 轴 边缘 前 应 力 最 
大 ,半径 为 圆圈 上 前 应 力 相 同 ; 剪 应力 垂直 半径 。 


(3) 静 力 平 衡 方程 
圆 轴 扭转 横 截 面 切 应 力 公 式 : 
T(r} = | spdA 四 
由 地 . 包 、 地 可 得 单位 长 度 内 的 扭转 角 9: 
dvr_ T(x) 
dr 6G"I 


w= Tr) pl 


式 中 1 = | zdA 是 一 个 纯 几 何 量 , 称 汶 截面 的 极 惯 性 矩 ,由 此 式 可 以 看 出 ; I 是 与 材料 力 
学 性 能 无 关 的 几何 性 质 参 数 ,只 与 截面 几何 尽 十 有关。 


.27 。 


常用 到 的 极 惯性 矩 的 计算 ;实心 圆 轴 ; J ;空心 贺 轴 ; 1 新 (下 一 尾 ) 。 


(4) 最 太 前 应 力 方程 
由 圆 轴 扭转 极 截面 切 应 力 公 式 可 知 ,在 二 R 即 圆 截面 边缘 ,前 应 力 最 大 。 即 : 


其 中 W, 一 其 为 抗 握 截面 模 最 。 对 实心 图 轴 : W, 一 3 ;空心 贺 轴 : W, 一 全 (1 一 a)。 
其 中 一 多 


3 圆 弗 扭转 破坏 形式 


对 于 像 低 碳 钢 这 类 塑性 材料 制 成 的 圆 轴 沿 的 截面 破坏 。 而 对 于 像 灰 铸铁 这 类 脆性 材料 制 
成 的 圆 轴 , 沿 与 轴线 成 45" 的 螺旋 面 破坏 。 塑 性 材料 往往 呈现 抗 前 切 能 力 比 抗 拉 伸 能 力 弱 ,脆性 
材料 往往 呈现 抗 拉 和 伸 能 力 | 能 力 弱 。 


塑性 
扭 续 极限 应 力 一 脆性 


a a 
rm 一 (二 ) 所 [J 
对 于 等 截面 杆 ; 名 * < [] 
(2 网 攻 条 件 .单位 长 及 上 最 大 所 转角 8 小 于 等 于 许 用 所 转角 [9] ， 
(并 ) < 
许 用 扭转 角 [的 查 设 计 标准 或 规范 ,工程 常用 单位 换算 1rad/mm 一 462 x 10: 6)/m 


4. 非 圆 鹤 面 杆 担 转 


非 贺 截面 杆 扭转 时 模 截 面 不 再 保持 为 平面 。 但 由 于 各 横向 线 弯 山形 状 相同 , 因 此 机 截面 互 
相间 没有 对 纵 癌 变形 的 约束 , 即 横 截 面 上 没有 正 应 力 , 这 种 扭转 称 作 自 由 扭转 。 

如 果 某 个 或 某 些 横 截面 受到 纵向 变形 的 约束 , 横 截 面 上 会 产生 正 应力 。 像 这 样 横 截 面 之 间 
有 纵 同 变形 约束 的 扭转 称 为 约束 扭转 。 

对 于 柴 形 .椭圆 等 非 圆 截 面 杆 ,扭转 最 大 扭转 切 应 力 与 扭转 变形 分 别 为 


?GT 
式 中 Wi 及 1 均 与 截面 形状 及 尺寸 有 关 , 其 量 岗 与 多 ,及 了 相同。 


5. 薄 壁 杆 忻 的 自由 扭转 


杆 件 禄 截面 的 壁 厚 远 小 于 横 截 面 的 其 他 两 个 尺寸 时 , 称 为 薄 壁 杆 件 , 若 杆 件 黎 截面 中 线 有 
8. 


一 条 不 封闭 的 折线 或 曲线 , 称 其 为 开口 薄 壁 杆 件 ;车 横 截面 中 线 有 一 条 封闭 的 折 现 或 曲线 , 则 成 
为 财 口 落 艾 杆 忻 。 


《1 开口 薄 壁 梓 件 
开口 薄 壁 杆 件 的 横 截 面积 可 以 看 作 有 若干 狭长 矩形 截面 组 成 , 设 扭转 时 各 狭长 矩形 间 的 来 


角 不 变 , 邯 整个 横 截 面 和 组 成 截面 的 各 部 分 的 扭转 角 相同 ,都 为 p : 横 截 面 的 扭矩 T, 等 于 各 组 
成 部 分 扭矩 的 总 和 。 


扭转 变形 g 与 最 大 扭转 切 应 力 rm 
分 别 为 ， og—=—30 
Goh} 
_ 3 TSm 
Tm 
式 中 A 和 人 ;人 一 ] 9 2 Ci ,分 别 代表 各 狭长 矩形 的 长 度 和 厚度 。 


整个 横 截 面 上 最 大 切 应 力 发 生 在 厚度 最 大 的 矩形 长 边 上 。 
(27 闭口 萍 璧 杆 件 


闭口 薄 壁 杆 件 限于 单 孔 薄 壁 管 型 杆 件 。 由 于 壁 厚 很 小 ,近似 认为 切 应 力 沿 壁 厚 均 布 , 横 截 
面 上 形成 切 应 力 流 。 在 横 截 面 的 任意 点 , 切 应 力 与 壁 厚 的 乘积 ( 称 为 前 力 流 ) 等 于 常量 。 


模 截面 上 任 一 点 的 切 应 力 为 ;+ 一 55 


式 中 3 为 横 截 面 的 厚度 4 3 为 常数 时 ,为 等 摩 截面 ), A 为 截面 中 线 包 周 的 面积 。 


截面 的 最 大 切 应 力 发 生 在 厚度 最 小 处 , 即 , tow 一 了 


等 厚度 闭口 薄 壁 杆 件 的 扭转 角 为 ,p 一 ie 种 可 = 人 其 中 = 名 


2 全 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


《1) 根 据 转速 与 功率 计算 轴 所 承受 的 外 力 侦 矩 ; 

《2 传动 轴 的 切 应 力 计算 ,包括 实心 圆 轴 及 空心 圆 轴 ， 

《3) 圆 轴 表 面 的 单元 体 分 析 , 利 用 应 变 片 测 外 力 偶 矩 的 相关 计算 ; 

C4) 扭转 圆 轴 和 其 他 受 力 构件 的 组 合 结构 计算 ， 

(5) 圆 轴 的 扭转 角 计算 。 

《 例 1 如 图 3-3 所 示 , 贺 轴 受 集 度 m 的 均 布 为 偶 作 用 ,材料 的 前 切 弹 性 模 量 是 G。 求 BB 
截面 相对 与 A 截面 的 扭转 角 gas 。( 北 方 交通 大 学 ,2002 年 ) 


“29 + 


CC T 


| 一 一 


图 3-3 
解 ” 取 坐标 工 如 图 3-4 所 示 ， 
EB 
和 
OF 
图 3-4 
从 圆 轴 上 取出 微 段 dr 如 图 3-5 所 示 ， 
了 T+dT 
dw 
图 3-5 
其 相对 转角 是 : dp 一 二 Sa 
而 根据 平衡 条 件 , T(x) 一 mm(! 一 工 》 
B 截 而 相对 与 A 截面 的 扭转 角 是 ， 
=| Tz), =| m2 lom/? 
Yo ,GL 。 GY, 2GTE xGa' 


评注 ;对 于 扭 宦 是 随 坐 标 变化 的 扭转 问题 ,需要 通过 积分 得 到 扭转 变形 景 。 

【 例 23 贺 轴 受 力 如 图 3-6 所 示 , 外 直径 是 品 , 筷 直径 4 一 D/2, 材 料 的 前 切 弹 性 模 量 是 G， 
长 度 a 和 力 侦 和 矩 W 已 知 。 

(1) 画 轴 的 扭 此 可 

(2) 求 玉 截 面 扭 转角 

(3) 求 轴 内 最 大 前 应 力 rr 和 最 大 正 应 力 cux。( 北 京 航空 航天 大 学 ,2001 年 ) 


解 〈1) 捏 撼 图 如 图 3-? 所 示 。 


了 


了 


E 

中 

下 

上 上 
上 上 
上 
hb 
i 上 
hp 
| 


2 
图 3-7 


(2) gan = papt pec ger 
-| 这 上 + 你 +- Ma | Ma | —2M —M 


Gl GI 2GI GE, GL GL 
— Ma 12. 8Ma -SM 
~ Gx — da 一 〈 负 号 表示 沿 顺 时 针 方向 ) 
而 品 点 固定 ,所 以 玉 截 而 扭转 角 是 gr 一 grw 二 一 12, BM 
(3) 最 大 前 应 力 是 ; 
I =Ie_MD_ M _ 1.9M 
mex W, I 3 


p 35D’ (1 — a) 也: 
其 应力 状态 如 图 3-8 以 及 图 3-9 所 示 。 


最 大 正 应 力 是 : o 一 ros 一 19M 


评注 ; 圆 轴 扭转 时 ,各 点 处 于 纯 前 应 力 状态 ,最 大 正 应 力 方向 与 轴线 成 45" ,观察 铸铁 的 扭转 
破坏 实验 不 难 观 察 到 与 轴线 成 45" 方 向 的 拉 伸 断裂 现象 。 

【 例 3】 如 图 3-10 所 示 , 阶 梯形 圆 轴 ,AB 段 直径 di 一 120mm,BC 段 直 径 ds 二 109mm。 外 
力 侦 符 ma 一 20kN * m， 

ms 二 34EN mc 一 14kN。，m。 材 料 的 许 用 前 应 力 是 [=]=80MPa ,前 变 横 量 G 一 80GPa。 


二 一 1. 5m, 工 :一 lm* 试 校 核 该 轴 强 度 , 并 计算 C 截面 相对 A 截 而 的 扭转 角 pu 。( 东 北大 学 ， 
2002 年 ) 


a 号 ] 。 


rh 
志 
A B Me 
也 £1 
| 


图 3-10 


解 ”AB 段 的 最 大 前 应 力 是 , fr 一 了 二 -2 关 10 -59(MPa) 之 [7] 
W, 16 Xo. 123 


BC 段 的 最 大 剪 应 力 是 ; rw 一 弥 一 关 疼 10_ 71. 3(MPa) 一 [+] 
?XO 
由 上 , 轴 的 强度 满足 要 求 
C 截面 相对 与 B 截面 的 转角 是 ， 
mn 80X 10 x 3 XC0. 1 
B 截面 相对 与 A 截面 的 转角 是 : 
_ ma 20 X10 X 1.5 


Fea 一 
S gox 10 x 32 x (0, 12)+ 


~ 14.7 x 10: (rad} 


C 截面 相对 与 A 截面 的 转 衣 是 ， 
Pea 一 pe 十 9aa 一 有 
评注 ;对 各 相对 扭转 角 和 区 加 时 要 注意 方向 ,将 不 同 的 方向 用 正 负 号 区 分 开 是 十 分 必要 的 。 
扭转 角 的 正 负 号 规定 可 以 参照 扭矩 的 正 负 号 规定 。 
【 例 本 如 图 3-11 所 示 , 直 径 为 4 的 圆 轴 , 两 端 受 扭矩 MM 的 作用 ,有 试验 测 得 与 轴线 成 全 方向 有 
线 应 变 ss 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 是 EE, 泊 松 比 4, 求 M 的 表达 式 。( 北 方 严 通 大 学 ) 
有 


图 3-11 


Gu 一 7 + cos(2X45) 一 rw(2X457) 一 一 


pos (2X( 一 459) 一 ausin(2X( 一 459) 一 r 
由 广 交 衣 克 和 定律 ， 


RE45” 一 到 Coes 一 546 一 一 la 全 
而 扭转 前 应 力 是 ， 
一 说 一 M 
W, 和 TT © 
18 


A 4 二 下 Te ， 
联合 上 面 两 式 得 :M 1601 FA 


评注 :本题 也 可 以 借助 应 力 圆 来 获得 各 方向 的 应 力 值 ,读者 可 以 尝试 。 

【 例 5] 如 图 3-13 所 示 ,传动 轴 的 转速 n 二 600r/min, 主动 轮 2 输入 功率 N; 一 350kW, 从 
动 轮 1,3,4 分 别 输出 Ni 一 100kW, Ns 一 130kW, Ns 一 120kW。 已 知 [r]==60MPa,[p] 二 1()/ 
myG 一 80GPa, 试 画 出 该 传动 轴 的 扭矩 图 ,并 确定 该 等 直径 传动 轴 的 直径 。( 上 海 大 学 ,2000 年 ) 


1 2 3 4 
| 
图 3-13 
解 ”根据 功率 和 扭矩 之 间 的 关系 得 到 ， 
T= 00 3 765 = 1. 59CkN  m) 
Dg = 567kN em) 
T= 1 91(kN.m) 


n C600 x 2r) /60 
扭矩 图 由 图 3-14 所 未 ， 


33. 


轴 上 的 最 大 剪 应 力 是 : ras 一 了 一 238X10 二 [本 一 60X10: 


Wo Tend’ 
得 到 a 之 7cm， 
而 轴 上 单位 长 度 的 最 大 扭转 解 是 ， 
grer 一 人 -= 3.98 X10- [gl=1C00) /m=0.017(rad/m) 
也 


9 wz . 开 。 有 天 
80 x 10 六 35 d 


得 到 d 守 7. 39cm, 故 该 轴 直 径 4 不 应 小 于 7. 39cm。 

评注 ;读者 从 本 组 中 应 掌握 以 下 内 容 ; 中 功率 和 扫 矩 之 间 的 转化 关系 ;加 强度 条 件 的 校 核 ; 
刚度 条 件 的 校 核 。 这 类 考题 在 以 往 研究 生 人 学 考试 中 非常 常见 。 

【 例 人 如 图 3-15 所 示 , 受 扭转 力 偶 作用 的 圆 和 截面 杆 , 长 上 二 1m,; 直径 4 二 20mm, 材 料 的 
前 切 弹性 模 量 G, 两 端 截 而 的 相对 扭转 解 ?一 0. 1rad。 试 求 此 杆 外 表 而 任意 点 的 剪 应变, 横 截 面 
上 的 最 大 前 应 力 和 外 力 偶 矩 。( 北 京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


图 3-15 


解 由 扭转 角 公式 ,9 一 2 一 0. 1(rad) 
得 到 外 加 力 偶 红 : M 一 2 一 125.6(N 。m) 


模 截 面 上 的 最 大 鸡 应 力 是 : low 一 六 一 一 一 = 30MPa 
?” 驻 六 (0.027 


杆 外 表面 任意 点 的 前 应变 是 ; 7 一 2 一 公关] 入 一 0.001 rad 


评注 :本题 考 查 基 本 公式 的 计算 ,读者 对 各 相关 公式 要 十 分 熟悉 。 
〖 例 7 了 如 图 3-16 所 示 两 端 固定 的 阶梯 圆 轴 ,C 上 受 扭 转 力 但 矩 Me 的 作用 。 已 知 Di 二 
7cm,Dz 王 5cms[rj 二 60MPa, 试 求 最 大 的 扭转 力 偶 矩 Mc。( 华 中 科技 大 学 ,2002 年 ) 


图 3-16 
解 设 A 端 的 扭矩 是 Ma,B 端 的 扭矩 是 Ms, 则 对 阶梯 圆 轴 的 受 力 分 析 如 图 3-17 所 示 ， 


和 写本 


图 3-17 


由 平衡 条 忻 SM = 0 得 到 ;Mi 十 Ms 二 Mc OD 


设 A 端 相 于 与 C 端的 所 转角 是 9c ,C 端 相对 于 B 端的 扭转 骨 是 &s, 则 由 于 入.B 两 端 固定 
得 到 变形 协调 条 忻 ， 


即 : Bar 十 Ba 一 s 一 站 人 
由 物理 条 件 ， 
Bac 一 a 1.5 (3 
er 功 * Dt 
G+ 35。 Di 
联合 中 DO@@ 解 出 ,Mi 二 0. ?2M. ,My 二 0. 28M 
AC 段 的 最 大 前 应 力 是 ， 


_ Ma_ 0.72Me 
Tmax Wi 


=[r]=60X 10° (Pa) 


工 。 3 
16 * ‘0. 07) 
MCE5. 6X1N (N+: m) 
BC 段 的 最 大 前 应 力 是 ， 
Ta 一 一 一 0 28Mc < [rz] 一 60X108(Pay 
? 16 » (0. 05)3 


RsS 3X10(N » m) 

综合 以 上 ,Mc 所 5. 3X1%(N。，m), 即 最 大 扭转 力 虱 算 是 5. 3X10C(N，m) 
评注 :本题 是 一 次 起 静 定 的 扭转 问题 ,关键 是 建立 变形 协调 条 件 他， | 
【 例 8 如 图 3-18 所 示 受 所 圆 杆 ,由 两 个 横 截 面 和 一 个 过 轴线 的 水 平 纵向 截面 截取 隔离 


伍 如 图 所 示 。 试 问 纵 截 固 ABCD 上 的 前 应 力 所 形 成 的 力 偶 将 由 哪个 力 情 来 平衡 ?〈 复 且 大 学 ， 
1999 年 ) 


图 3-18 
在 纵 截 面 ABCD 上 取 微 元 如 图 3-19 所 示 ， 


图 3-19 


微 元 上 的 合 前 力 是 ; 4Q 一 dy 一 下 2 dy 


微 元 的 合 剪 力 对 轴 的 力 偶 矩 是 : dT 二 duQ .yy 一 区 dy 
纵 截 面 上 前 应 力 形 成 的 合力 个 矩 是 : 
在 横 截 面 上 取 微 元 如 图 3-20 所 示 


图 3-20 


徽 元 的 合 前 为 是 : dQ 二 ty db dy 

其 水 平分 量 是 : dQ' sing 一 rsng。dev ydy 

横 截面 上 合 前 力 的 水 平分 量 是 : 

F=||r: sing ， ydy=|] 人 “ysing dr ye dy = GR 
题 图 中 隔离 体 ,左右 两 横 截 面 上 水 平 前 力 对 轴 形 成 的 力 偶 矩 是 ， 
T=F- ae 四 

比较 心包 两 式 发 现 水 平 维 截 面 上 的 前 应 力 的 合力 介 矩 将 由 堪 右 两 截面 上 合 剪 力 的 水 平分 
量 形 成 的 力 偶 矩 来 平衡 ， 

评注 :对 徽 元 体 的 分 析 不 仅 是 材料 力学 中 的 重要 内 容 , 面 且 是 弹性 力学 课程 的 基础 内 容 , 读 
者 要 加 次 对 微 元 体 的 理解 ,并 形成 独立 的 分 析 能 力 。 本 题 中 应 用 到 了 前 应 力 互 等 定理 ,读者 要 

【 例 9 如 图 3-21 所 示 , 半 径 为 R 的 男 截 面 杆 , 左 端 固定 , 右 端 受 力 偶 m 作用 而 扭转 , 杆 材 
料 的 = 一 > 曲线 图 中 ,zt 是 将 切 流 动 极限 ,该 半径 为 = 以 内 的 杆 中 心 部 分 为 弹性 ,rs 以 外 部 分 已 
届 服 。 


36. 


《]) 试 写 出 决定 7x. 的 方程 (不 必 解 出 ); 
(2) 设 7x 已 知 , 求 B 端 的 扭转 角 ; 
(3) 撤 去 力 偶 mr 后 ,B 端 沿 残留 扭 转角 才干 7 (天津 大 学 ,2000 年 ) 


了 
B 


T 


上 上 


图 3-21 


解 (1) 将 题 中 弹 塑 性 区 域 分 解 成 弹性 区 A, 和 塑性 区 4: 两 部 分 。 弹 性 区 AA 中 的 前 应力 
所 形成 的 扭矩 基 : 


t=) Pp dA ) arr dr ro OD 

塑性 区 A 中 的 剪 应力 所 形 成 的 扭矩 是 ， 

Ti =| Po dA | re 2 vd 一 向 四 

而 十 Ti 二 人 

联 人 台中 回国 式 得 到 诀 定 x, 的 方程 是 : 六 “roe + 所 "n+ re 《了 一 到) 一 于 
de T 一 工 , 工 ， .1.— 1., .1. 

由 和 -GFE "Gm 


得 到 了 端的 扭转 角 是 ; gs 一 pn 一 1+ 得 一 


《 注 ,推导 过 程 中 的 极 惯 性 矩 下 是 弹性 区 域 的 极 惯性 矩 ) 
“3) 撒 去 力 偶 王后 , 圆 杆 发 生 虱 性 邱 载 变形 的 是 ， 
， mt 2 


FB Gl G. rmORY Gr'R 
32 


因此 也 端的 残留 扭转 角 是 ， 
交 5 rsl 27mi 
hk ke 
评注 :通过 本 题 ,读者 应 掌握 以 下 内 容 : 中 理想 弹 塑 性 的 概念 ;2 塑性 区 对 构件 刚度 无 页 
献 ,可 以 在 变形 协调 条 忻 允 许 下 无 限 变 形 ; 吕 印 载 过 程 始终 是 弹性 的 。 
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第 三 节 习 题 


一 \ 简 答题 


1， 实 心 轴 和 空心 轴 , 横 截面 积 相 等 , 受 相同 扭矩 时 , 试 比 较 两 轴 的 最 大 前 切 应 力 。( 长 安 大 
学 2001 年 ) 


二 ,填空 题 


1. 等 截面 实心 圆 轴 , 当 丙 端 作 用 M. 的 扭矩 时 开始 届 服 。 若 将 其 横 截 面积 增 大 一 倍 , 圆 轴 
遇 最 时 网 握 矩 是 。 

2. 若 长 为 工 , 直 径 为 过 的 受 扭 圆 轴 两 端 截面 间 的 扭转 角 是 罗 , 材 料 的 前 切 模 量 为 G , 则 贺 轴 
的 最 大 剪 切 应 力 是 . 。《( 西 安 建筑 科技 大 学 2000 年 ) 

3, 圆 轴 横 截 面 上 基点 前 切 力 zc 的 大 小 与 该 点 到 蜀 心 的 距离 p 成 正比 ,方向 垂直 于 过 该 点 
的 半径 。 这 一 绪论 是 根据 推 知 的 。 

4. 一 根 空 心 轴 的 内 .外 径 分 别 为 4,.D。 当 也 =24 时 ,其 抗 扭 截面 寞 量 为 。 

5. 设 直径 为 d、.D 揭 两 个 实心 圆 截面 ,其 惯 人 性 和 矩 分 别 为 I pcd) 和 (CD) 、 抗 扭 鹤 面 模 量 分 别 
为 环 ofa 和 本 (CD)7?。 则 内 .外 径 分 别 为 了 了 的 空心 图 截面 的 极 民 性 矩 FF 和 抗 扭 截面 模 量 WW 
分 别 为 


6， 当 实心 圆 轴 的 直 和 色 增加 一 售 时 ,其 抗 所 强度 .、 抗 扭 刚度 分 别 增 加 到 原来 的 倍 。 
三 .选择 题 
1. 矩形 截面 爱 扭 时 , 横 截 面 的 最 大 前 切 应 力 发 生 在 。《 中 南大 学 2003 年 ) 

六, 长 边 中 点 BB, 短 边 中 点 C, 基点 D. 周边 各 点 


2. 一 内 外 径 比 为 的 空心 男 轴 , 当 两 端 受 扭 时 , 模 截 面 的 最 大 前 切 应力 是 + , 则 内 圆周 处 的 
前 切 应 力 是 “。《 重 庆 大 学 2003 年 ) 
A.r B. or CC. (ll —ai)r D. (et)r 
3. 贺 轴 直径 为 a , 受 外 力 蛋 矩 扭转 作用 如 图 3-22 所 示 。 已 知人 一 3T ,Ts = 7T, 工 二 
4 了 ,材料 的 切 蛮横 量 为 G。C 截面 相对 A 截面 的 扭转 角 是 。 


一 一 一 站 一 一 下 
图 3-22 
A. tac — $na+goc 一 总 B. bac 一 一 ga 十 和 —— ER 
C, fc = bow ~ dic — ELF D $a —— $s — por = ER 


4, 对 于 受 扭 构件 ,关于 下 面 结论 正确 的 是 ，。 


“3 


《1) 最 大 前 应 力 只 出 现在 横 截 面 上 ; 
(2 在 横 截 面 上 和 包含 丁 件 轴线 的 纵向 截面 上 均 无 正 应 力 ; 
(3) 贺 轴 内 最 大 拉 应 力 的 值 和 最 大 前 应 力 的 值 相等 。 


A. (92) ,(3) B. (1) .(3} C. C1) (2》 DD, 全 对 
5. 电动 机 棱 动 轴 横 截面 上 扭矩 与 传动 轴 的 C ]) 咸 正比 。 

A. 传递 功率 下 B. 转速 = CC, 直径 也 D, 前 切 弹性 模 量 GG 
四 、 判 断 同 


t. 设 受 扭 贺 轴 中 的 最 大 切 应 为 为 + , 则 最 大 正 应 力 出 现在 45 斜 截 面 上 ,其 值 为 r 5  ) 
2. 铸铁 试 件 扭转 破坏 是 沿 横 截面 前 断 。(  ) 
3. 非 加 截面 村 约束 扭转 时 , 模 截 面 上 始 有 正 应 力 ,也 有 切 垃 力 。{(  ， 


五 .计算 题 


1. 一 实心 辆 轴 发 生 扭 转变 形 ,其 直径 为 gecm, 钢 材 的 前 切 弹性 模 量 G 一 80GPa, 要 求 在 
1. 5m 长 度 内 的 扭转 角 不 允许 超过 1°, 试 求 该 轴 的 允许 前 应 力 。 

2, 两 端 直 径 为 dj 一 0mm, 员 一 80mm, 长 度 为 /二 lm 的 锥 形 圆 村 ,与 外 径 49 二 120mm, 中 间 有 其 有 
相同 圆锥 形 孔 的 空心 圆 杆 配合 ,构成 组 合 轴 , 如 图 3-23 所 示 。 组 合 轴 受 力 侦 和 矩 mx 二 5KN*， m 作用 ， 
设 两 杆 接触 面条 牢 不 发 生 相 对 转动 ,并 且 两 桂 的 前 切 弹 性 模 量 之 比 G1 /Gs 二 1/2, 试 求实 心 锥 形 圆 杆 
内 的 最 大 前 主力 ，。 


图 3-23 
3. 皮带 轮 传 动 轴 如 图 3-24 所 示 , 皮 带 轮 1 的 重合 镀 , = 800N , 直径 四 = 0, 8m ,皮带 轮 2 
的 重量 镀 : = 1200N ,直径 d; 二 1m ,皮带 的 紧 边 拉力 为 松 边 拉力 的 2 倍 , 轴 传递 功率 为 
100kW ,转速 为 每 分 钟 200 转 。 轴 材料 为 是 钢 , [oj 二 80MPa , 试 求 轴 的 直径 。 


‘Si 0 75m | .0.75m 


图 3-24 
4,， 有 三 根 辖 横 截 面 面 积 、 杆 长 和 材料 均 相 全 ,截面 形状 分 别 为 圆 形 1. 正 方形 2 和 有 /5 二 2 
的 矩形 3, 试 比较 它们 的 抗 扭 刚度 。 
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第 4 章 弯曲 内 力 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 杆 件 弯曲 内 力 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 : 
《1) 受 弯 丁 件 的 简化 ; 

《2 前 轧 和 音 撼 ; 

(3) 前 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 

《4 前 力图 和 弯 手 图 ; 

《5 载荷 集 度 .前 力 和 弯 矩 间 的 微分 关系 ; 

(6) 刚 哥 与 曲 杆 的 内 力 。 


第 一 节 ”本章 内 容 总 结 


1. 基本 概念 


弯曲 变形 : 杆 件 在 垂直 于 其 轴线 的 载荷 作用 下 ,使 原 为 直线 的 轴线 变 为 曲线 的 变形 。 通 常 
将 承受 弯曲 变形 的 丁 件 称 为 梁 。 

对 称 弯 曙 : 梁 的 每 一 个 横 截 面 至 少 有 一 根 对 称 轴 , 这 些 对 称 轴 构成 对 称 面 。 所 有 外 力 都 作 
用 在 其 对 称 商 内 时 , 梁 帝 曲 变 形 后 的 轴线 将 是 位 于 这 个 对 称 面 内 的 一 条 曲线 ,这 种 这 则 形式 称 
为 对 称 弯曲 。 

静 定 梁 : 梁 的 所 有 支 座 反 力 均 可 由 静 力 平衡 方程 确定 。 静 定 梁 的 基本 形式 有 ; 

《1) 简 支 梁 ,一 端 为 固定 匀 支 座 ,而 另 一 端 为 可 动 匀 支 座 的 梁 。 

(2 悬臂 梁 : 一 端 为 固定 端 , 另 一 端 为 自由 端的 梁 ， 

《3) 外 伸 梁 : 简 支 梁 的 一 端 或 两 端 伟 出 支 座 之 外 的 梁 。 


2, 梁 的 内 力 ” 草 力 与 弯 矩 


模 截 面 上 的 弯 矩 ,其 值 等 于 作用 在 该 模 截 面 任 一 侧 梁 上 的 外 力 向 截面 形 心 取 矩 的 代数 和 。 
在 求解 弯曲 内 力 时 ,无 论 以 截面 的 嘱 一 侧 部 分 为 分 离 体 ,在 所 取 截 击 处 都 加 正 向 剪 力 、 弯 矩 ,这 
样 根 据 平衡 条 件 计算 它们 的 大 小 ,所 得 的 正 负 号 就 是 内 力 的 正 负 号 。 

剪 力 . 查 矩 的 正 负 号 规定 :使 梁 产 生 顺 时 针 转 动 的 前 力 规定 为 正 , 反 之 为 负 , 如 图 4-1a 所 
示 # 使 梁 的 下 部 产生 拉 伸 而 上 部 产生 压缩 的 弯 矩 规定 为 正 , 反 之 为 负 , 如 图 41b 所 示 。 弯 和 矩 符 
号 另 一 定义 :使 横 截 面 顶部 爱 压 为 正 , 反 之 为 负 , 如 图 4-1lc 所 示 。 


40。 


“全 4 ch? eH 


(Ca) (Cb) 
图 4-1 


三- 了 丰 汉王 本 ?5 全 村 CP) Ey 


3. 前 力图 与 音 矩 图 


梁 在 外 力作 用 下 ,不同 截面 内 力 一 般 是 不 同 的 , 随 截 面 位 置 的 变化 而 变化 ,描述 这 种 变化 的 
数学 表达 式 几 何方 程 , 分 别称 为 剪 力 方程 和 弯 斤 方程 。 

由 于 载荷 的 变化 及 约 东 的 影响 ,整个 梁 上 各 截面 的 前 力 和 弯 和 矩 有 时 不 能 由 一 个 函数 描述 ， 
这 样 就 要 分 段 加 以 考虑 ,分 自 点 在 外 力 有 罕 变 的 截面 处 。 

同 作 轴 力 图 .扭矩 图 类 似 ,将 前 力 方 程 .这 和气 方 程 用 图 形 表示 出 来 , 即 得 到 前 力图 、 弯 和 矩 图 . 

由 图 可 形象 直观 地 反映 出 剪 力 . 音 托 随 截面 位 置 的 变化 情况 以 及 梁 的 最 大 剪 力 与 最 大 弯 撼 
所 在 的 位 置 . 大 小 ,为 梁 的 强度 计算 英 定 了 基础 。 


4. 载荷 集 度 . 剪 力 及 音 矩 间 的 微分 关系 


考查 如 图 4-2 所 示 承 受 任意 载荷 的 梁 。 从 梁 上 爱 分 布 栽 荷 的 段 内 截取 dz 微 段 ,其 作用 在 
微 慌 上 的 分 布 载荷 可 以 认为 是 均 布 的 ,并 设 向 上 为 正 。 


微 段 两 侧 截 面 上 的 内 力 均 设 为 正方 向 。 因 为 梁 整 体 是 平衡 的 , dz 徽 段 也 应 处 于 平衡 。 根 
据 平衡 条 件 >,y 一 0 和 > m。 == 0 ,由 微 段 满足 平衡 条 件 , 略 去 高 阶 微量 ,化 简 后 得 ， 


dP (Cx) 

一 起 一 =— q(x) 
Mr) F. (2) 
dr y 
dF, 


根据 上 述 前 力 , 弯 矩 和 分 布 载荷 集 度 g 之 间 的 平衡 微分 关系 ,可 知 : 
(1) 前 力图 上 某 处 的 斜率 等 于 梁 在 该 处 的 分 布 载 苟 集 度 g 。 

《2) 弯 矩 图 上 某 处 的 斜率 等 于 梁 在 该 处 的 剪 力 。 

3) 弯 玫 图 上 某 处 的 斜率 变化 率 等 于 节 在 该 处 的 分 布 载荷 集 庶 dg 。 


”由 | 


线性 与 外 载 关 系 图 总 结 如 下 图 4-3 所 示 。 


9D=arth0 | narte0 

g 9 一人 (a>0) (a0) 
| fT 
2 次 凹 曲线 2 次 上 同 曲线 

FF 四 一 /A Pai 
w 图 名 | 2 

《全 ) 
L 人 一 -二 
图 4-3 


负 。 


这 种 关系 对 于 洪 的 内 力 分 析 、 作 内 力 网 以 及 建立 梁 的 切 应力 计 算 公 式 都 有 重要 意义 : 
(了 D) 才 3 为 零 (无 分 布 载荷 ) ,前 力图 将 为 水 平 线 , 而 弯 矩 图 则 为 斜 直线 ; 

2) 若 4 图 为 水 平 线 ( 均 布 载荷 ), 则 甬 力 图 为 斜 直线 ,而 弯 算 图 为 二 次 曲线 ; 

(3) 当 g 指向 上 方 时 ,9 值 为 正 , 弯 矩 图 图 线 将 叫 向 上 ，; 

(4) 当 g 指向 下 方 时 ,g 值 为 负 , 弯 条 图 线 将 将 四 向 下 ; 

《5) 在 剪 力 值 为 零 的 截面 , 弯 矩 有 极 值 ; 

《6) 集 中 力作 用 截面 ,前 力图 有 突变 ,突变 值 等 于 集中 力 的 值 , 弯 矩 图 上 有 折 点 ，; 

《7 集中 力 偶 作 用 截面 , 弯 矩 图 有 突变 ,突变 值 等 于 集中 力 偶 的 值 ,前 力图 连续 。 


5, 刚 架 与 曲 杆 的 内 为 


1) 刚 架 ;用 刚性 接头 连接 的 杆 系 结构 称 为 刚 架 ,所 谓 的 刚性 接头 包含 如 下 力学 性 质 : 

约束 一 一 限制 相连 杆 裁 面 间 的 相对 线 位 称 与 角 位 移 ， 

受 力 一 一 径 可 传递 力 ,也 可 传递 力 侦 算 。 

(2) 曲 杆 ; 在 未 受 力 时 轴线 为 曲线 的 杆 件 称 为 曲 杆 。 

平面 刚 架 及 曲 杆 模 截 面 的 内 力 一 般 有 三 个 : 轴 力 ,前 力 和 次 从 。 轴 力 以 控 为 为 正 ,压力 为 
前 力 的 符号 规则 和 直 梁 相同 ; 弯 矩 的 正 负 不 作 规 定 , 但 同一 结构 体系 中 需要 统一 ,通常 规定 


把 弯 算 图 画 在 杆 忻 受 压 的 一 侧 , 与 坐标 方向 无 美 ,于 轴 力 图 和 前 力图 时 只 需要 标明 正 负 即 可 。 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


《1 根据 梁 受 力 与 支撑 情况 求 截 面 的 剪 力 与 弯 矩 ; 

2) 与 梁 的 前 力 方程 和 弯 矩 方 程 ,并 作 剪 力图 与 弯 矩 图 ; 

(3) 根 据 梁 的 内 力图 求 其 受 力 与 支撑 情况 ，。 

【 侠 1】 画 出 下 列 ( 图 4-4) 各 漆 的 剪 力图 和 弯 矩 图 . (华东 理工 大 学 ,2002 年 ) 


4 。 


图 4-4 
解 题 中 各 梁 的 前 力图 如 图 4-5 所 示 ， 
ol 
2 
299 
ga 
图 4-5 
题 中 各 梁 的 达 矩 图 如 图 4-6 所 示 ， 
MM 
qi 
Ls5agr 


几 4-6 


*43 +" 


评注 :简易 法 作 内 力图 有 以 下 步骤 :中 求 梁 中 各 支 座 的 支 反 力 ; 加 求 出 各 区 段 的 起 点 、 终 点 
的 剪 力 值 和 弯 御 值 !@ 根据 各 区 段 的 荷载 状况 , 连 线 形成 前 力图 和 弯 盾 图 。 

评注 :通过 本 例题 读者 应 注意 以 下 几 点 :中 梁 上 分 布 荷载 是 均 布 时 ,@ 图 是 斜 直线 :四 集中 
力作 用 处 ,QQ 图 有 突变 ,突变 量 等 于 集中 力 的 值 ;@ 均 布 荷载 作用 下 的 M 图 是 抛物 线 ;@ 集中 
力作 用 处 ,AM 图 有 拐点 ,两 边 斜率 不 同 。 电 集中 力 偶 作 用 处 ,M 图 有 突变 ,突变 量 等 于 集中 力 


侦 的 值 。 
《 例 2 做 如 图 4-7 所 示 梁 的 QM 图。( 河 海 大 学 ,2002 年 ) 
294 , 4 
和 A B 
可 42 本 
图 4-7 


解 令 A 端 和 如 端的 支 反 力 分 别 是 Fs 和 FFs, 则 根据 平衡 条 件 2 下 一 0 和 2,M 一 0 得 
到 


人 OD 
2ga2 十 4qa? 十 12q4: 一 Fa:6a 二 0 他 
联合 中 加 式 得 到 Fs 一 3ga, Fs 一 39a 
作 梁 的 前 力图 如 下 : 
2 
4ga ga 
hes 
ga 
图 4-8 


剪 力 为 汐 处 弯 矩 有 极 值 ,如 上 述 筋 力图 ,该 位 置 是 ， 


Ce 


该 处 的 弯 惩 极 值 是 ， 
Mas 一 3 2 一 2 。 a 一 六 ga 一 3. 5ga’ 
则 梁 的 弯 矩 图 如 下 : 
44 。 


MM 


图 4-9 


【全 3] 和 欲 用 钢 索 起 吊 一 根 自 重 为 a( 均 布 全 梁 ) 长 度 鸭 1 的 等 截面 次, 如 图 4-10 所 示 , 吊 
点 位 置 zx 应 是 多 少 才 最 合理 ?〈 大 连理 工大 学 ,2001 年 》 


ta 和 
FL; nid 


图 4-10 


解 ” 设 钢 索 系 在 好 端点 x 寻 , 受 力 如 图 4-11。 钢 副 的 张力 的 垂直 分 量 N 由 平衡 方程 
得 : N 一 gi/2 
作 弯 矩 图 如 图 4-12 所 示 ， 


[a ! 
晤 - 寻 ， 


-学 


图 4-11 图 4-32 


AB 段 : 距 C 点 为 > 的 截面 上 的 弯 矩 由 均 布 载荷 9 产生 的 弯 矩 和 集中 力 N 产生 的 弯 矩 之 和 
组 成 : 


M(y)— 坟 gy 十 (yx) (CrysL1—z) 


在 AB 段 的 中 点 也 , 弯 矩 达到 最 大 。 
CA 段 : 虐 已 点 为 ?截面 弯 矩 ， 


M(y) 一方 gqy* (0 Ey) 


BD 段 与 CA 上 段 相同 。 
从 弯 矩 图 可 知 , 当 钢 索 系 某 处 ,使 A 点 的 弯 矩 与 正点 的 弯 矩 大 小 相等 ,方向 相反 时 , 才 是 合 


sd 


理 的 位 置 , 即 


求解 此 方程 得 ， 


应 取 正 值 , 钢 察 应 系 的 位 置 < 一 2 二 11 处， 


[ 例 和 1 已 知 梁 的 前 力图 如 图 4-13 所 示 , 试 作出 此 梁 的 荷载 图 (包括 支 座 ) 和 弯 逢 图 ， 并 说 
明 各 特征 点 值 。( 注 : 梁 上 无 集中 力 偶 作用 ) 


解 对 粱 的 载荷 分 析 如 下 : 
已 给 定 前 力图 ,从 载荷 与 前 力 , 弯 矩 与 剪 力 间 关 系 有 : 


= 各 Mn = | Qe 
作 载荷 图 和 这 矩 图 ， 
中 点 A 前 力图 向 上 突变 ,突变 量 是 和 qz ,所 以 A 点 有 向 上 的 集中 力作 用 ,大 小 是 训 q ， 


了 9 
站 一 位 
@AB 区 段 的 前 力图 是 斜 直线 ,斜率 是 5 一 公元 人 一 一 一人 一 , 即 一 ,因此 该 区 自 有 


向 下 的 均 布 荷载 是 9; 
@BC 区 自前 力图 上 可 知 ,和 剪 力 为 常数 ,导数 为 零 ,前 力图 是 一 条 水 平 直线 ,其 上 没有 荷 坟 
作用 ; 
QC 点 的 前 力图 有 向 上 突变 ,突变 量 是 写 qm , 即 有 向 上 的 集中 力作 用 ,大 小 是 全 qu ; 
@CD 区 段 同 BC 区 段 ,其 上 没有 荷载 作用 
@DE 区 段 同 AB 区 段 ,作用 载荷 : 


一 和 一 


好 其 上 有 向 下 的 均 布 荷载 9 作用。 
综合 以 上 , 潜 的 荷载 图 如 图 4-14 所 示 ， 


“46， 


图 4-14 


从 上 述 荷 裁 图 中 容易 获得 梁 的 帘 矩 如 下 ， 
DAM 一 0, Ms 一 各 4，24 一方 9(24)? ~ 证 qr? ,AB 之 间 是 抛物 线 。 令 零 前 力 处 了 F 离 A 点 


a 
距离 是 z, 则 根据 前 力图 中 几何 关系 , < 一 一 一 号 0 ,MP 一 名 名“ 吕 a 一 9* 0* 广 * 包 0 一 
8 
128 


DD Mc = Ee :44a—gq* 2a+: 3a =—— ;BC 之 间 是 斜 直线 ; 


@ Mo = 一 和 :二 ae = 一 二 gs ,CD 之 间 是 斜 直线 


人 NM 一 0,DE 之 间 是 掀 物 线 ; 
综合 以 上 , 梁 的 弯 矩 图 如 图 4-15 所 示 。 


【 例 53 外 伸 深 受 力 如 图 4-16 所 示 , 斌 画 出 该 深 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 


图 4-15 
] go 


图 4-16 
解 ”首先 求 支 反 力 ,在 求 反 力 过 程 中 , 均 布 载荷 可 以 用 等 效力 系 代 替 , 支 座 和 .日 的 支 反 力 
为 Rs ,Rs; 梁 受 力 简 图 如 图 4-17。 
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图 4-17 
> 一 0R 3a—qm :da— 2 2a 十 呈 一 0 


Ks 一 可 @ 
> RM 一 0,Rav 3 一 o 一 2da va 十 乓 -aa 一 0 
本 一 纪 
(1) 前 力图 
CA 段 ;此 段 中 间 无 任何 载荷 , 仅 在 端点 CC 有 集中 力作 用 ,方向 为 负 ， 在 这 段 各 截面 的 前 力 
为 常数 ,前 力图 上 为 一 水 平 线 ,大 小 为 一 ga。 
AD 段 :载荷 为 均 布 的 , 生 为 负 , 因 此 前 力 为 一 斜率 为 负 的 直线 。A 点 有 向 上 的 集中 力作 
用 ,前 力图 上 有 一 跳 妈 ,其 跳 妈 大 小 为 天.,A 点 左 侧 为 一 ga, 右 侧 为 4ga/3。D 点 截面 上 的 剪 力 
为 其 堪 侧 梁 所 有 载荷 之 和 ,大 小 为 一 2ga73。 过 点 右 合 点 剪 力 和 了 点 前 力作 直线 即 成 。 


DB 段 : 中 间 无 任何 载荷 ,前 力 不 变 。 尊 力图 上 为 一 大 小 为 一 26a73 的 水 平 线 。 剪 力图 如 图 
4-18。 


图 4-18 


(2) 弯 和 扎 图 

CA 段 : 仅 有 集中 为 qa 产生 弯 殖 ,CC 点 无 蛮 算 , 弯 宇 为 堆 。 弯 算 M(x) 与 C 点 的 距离 成 正比 
的 直线 ,C 点 为 零 ,人 A 点 为 一 ga’ 。 

AD 段 :载荷 为 均 布 , 旦 向 下 ,产生 负 弯 矩 。 距 和 点 为 工 的 截面 上 的 弯 符 , 由 A 截面 的 弯 惩 
一 9 ,各 点 右 侧 前 力 dea73 产生 的 恋 矩 ,以 及 均 布 载荷 一 9 产生 的 弯 答 之 和 组 咸 ,如 


-ee 
奎 矩 图 为 一 抛物 线 , 且 向 下 症 ,到 D 点 z 一 26, 弯 玫 
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RAT 一 一 各- 
在 矩 A 点 44/3 村, 这 和 矩 达 到 抛物 线 的 顶点 ,计算 M 一 一 ga /9，。 
DB 段 :在 D 点 有 集中 人 弯 算 作用 , 故 有 一 跳 财 ,其 值 为 ge: ,因此 局 点 右 侧 弯 和 矩 为 29a*/3。 此 
段 中 间 无 任何 载荷 作用 , 弯 惩 图 为 直线 ,了 点 的 弯 定 为 零 。 
弯 矩 如 图 4-19 所 示 。 


图 4-19 
第 三 匡 习 题 
一 .填空 题 
1. 作 杆 段 的 弯 矩 图 时 ,只 要 求 出 杆 段 的 杆 端 弯 矩 , 并 将 杆 端 弯 短 作为 荷载 ,用 作 
相应 的 简 支 梁 的 弯 矩 图 即 可 。 


2 竺 铁 梁 受 弯 曲 时 , 梁 横 截面 的 中 性 轴 一 般 应 设计 成 不 对 称 , 其 形 心 位 置 应 偏向 
一 恒 更 为 合理 。 西 安 电 子 科技 术 学 ,2000 年 ) 
3. 车 平面 图 形 对 某 一 对 坐标 轴 的 惯性 什 等 于 零 ,那么 这 对 坐标 轴 称 为 轴 。 


二 ,选择 题 


1. 简 支 粱 的 弯曲 刚度 EI 是 常数 ,长 工 ,左右 两 支撑 端 分 别 受 顺 时 针 的 力 侦 矩 Mi 和 MM 作 
用 , 今 欲 使 梁 的 挠 曲线 在 离 左 端 工 73 处 出 现 一 拐点 ,由 Mi /Ms 为 。《 西 安 建筑 科技 大 
学 ,2000 年 ) 
A.2 B.3 C., 1/2 D, 173 
2. 如 图 4-20 所 示 , 截 面 (阴影 部 分 被 挖 去 ) 对 x 、y 轴 的 惯性 算是 。 


ds 


B. 工 一 密 -本 习 = 息 -可 - 相 + 和 
全 一 对 必 一 名 受 二 
3. 在 弯曲 和 扭转 变形 中 ,外 力矩 的 矢量 方向 分 别 与 杆 的 轴线 。 
点 . 牌 直 .平行 B. 垂直 
C, 平行 .垂直 DD, 平行 
4. 平面 弯曲 变形 的 特征 是  ___， 
总 ,弯曲 时 横 截 面 仍 保持 为 平面 
B, 弯曲 载荷 均 作 用 在 同一 平面 内 
C, 村 曲 变 形 后 的 轴线 是 一 条 平面 曲线 
D, 弯曲 变形 的 轴线 与 载荷 作用 面 同 在 一 个 平面 内 
5. 选取 不 同 的 坐标 系 时 ,弯曲 内 力 的 符号 情况 是 ，。 


A. 弯 上 第 不 同 ,前 力 相 同 B, 碍 定 相同 , 彰 力 不 同 
C. 弯 和 矩 和 前 力 都 相同 D, 弯 矩 和 前 力 都 不 同 
三 、 作 图 题 


1, 作 图 4-21 所 示 静 定 多 路 梁 的 内 力图 。 


了 了 8 
A D 
B 性 
Za | EE | 器 EE | 


图 4-21 


2. 如 图 4-22 所 示 ,给 出 前 力图 和 弯 算 图 。 


9 
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村 一 一 


图 4-22 


Mg 


3. 如 图 4-23 所 示 , 小 车 可 在 梁 上 移动 , 它 的 每 个 轮子 对 梁 的 作用 为 均 为 PP。 斌 分析 小 车 
处 于 什么 位 置 时 梁 内 的 弯 矩 最 大 。 


50. 


图 4-23 
4. 如 图 4-24 所 示 , 筷 辟 梁 上 表面 受 切 向 力 :作用 (单位 为 N/m), 已 知 1,h,1, 试 分 别 做 出 
此 梁 的 轴 力 .前 力 和 弯 算 图 。 


f 
| > 


图 4-24 
5. 一 端 外 伸 的 深 的 尺寸 及 所 受 载 荷 如 图 4-25 所 示 ,gq 和 a 均 为 已 知 , 试 做 梁 的 前 力图 和 奇 
定 图 。 


第 5 章 弯曲 应 力 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 杆 件 弯曲 应 力 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 ，: 
《1) 纯 夸 曲 时 的 正 应 力 ; 

《2) 横 力 弯 曲 时 的 正 应 力 ; 

《3) 碍 曲 前 应力; 

(4) 关 于 弯曲 理论 的 基本 假设 ; 

《5 提高 弯曲 强度 的 措施 。 


第 一 节 ”本 章 内 容 总 结 


1. 纯 弯 曲 正 应 力 


梁 的 横 截面 上 同时 存在 剪 力 和 弯 抵 时 , 这 种 弯曲 称 为 横 力 弯曲 。 前 方 和 是 横 截 面 切 向 分 
布 内 力 的 合力 ; 弯 矩 M 是 横 截 面 法 向 分 布 内 力 的 合力 偶 矩 。 所 以 横 弯 梁 横 截面 上 将 同时 存在 
剪 应力 = 和 正 应 力 e 。 

实践 和 理论 都 证 明 , 弯 矩 是 影响 粱 的 强度 和 变形 的 主要 因素 。 因 此 先 讨 论 @ = 0,M 为 常 
数 的 弯曲 问题 ,这 种 弯曲 称 为 纯 弯 曲 。 

1 变形 关系 一 一 平面 假设 

考查 等 截面 直 梁 加载 前 在 潜 表 型 上 画 上 与 轴线 垂直 的 筑 线 和 与 轴线 平行 的 纵 线 ,如 图 5- 
1a 所 示 。 然 后 在 梁 的 两 端 纵 向 对 称 面 内 施加 一 对 力 偶 ,使 粱 发生 弯曲 变形 ,如 图 51b 所 示 。 可 
以 发 现 梁 表面 变形 具有 如 下 特征 ， 

(1) 横 线 (m 一 mr 和 ?一 他 仍 是 直线 ,只 是 发 生 相 对 转动 ,但 仍 与 纵 线 ( 如 e 一 4 一 亿 正 交 。 

《2) 织 线 (a 一 4 和 5 一 外 弯曲 成 曲线 , 目 梁 的 一 侧 伸 长 , 另 一 侧 缩 短 ， 

纵 


月 席 线 ” 班 而 My 
Ee ( | 于 一 
一 性 Me 
mm | 


图 $-1 
根据 上 述 梁 表面 变形 的 特征 ,可 以 做 出 以 下 假设 : 梁 变 形 后 ,其 横 截 面 仍 保持 平面 ,并 垂直 
于 变形 后 梁 的 轴线 ,只 是 绕 着 梁 上 某 一 轴 转 过 一 个 角度 。 与 扭转 时 相同 ,这 一 假设 也 称 平面 
假设 ， 


oP. 


了 外 ,还 假设 : 梁 的 各 纵向 层 互 不 挤 压 , 即 梁 的 纵 截 面 上 无 正 应 力作 用 。 

根据 上 述 假 设 , 梁 弯 项 后 ,其 纵向 层 一 部 分 产生 伸 长 变形 , 另 一 部 分 则 产生 缩短 变形 ,二 者 
变 界 处 存在 既 不 介 长 也 不 缩短 的 一 层 , 这 一 层 称 为 中 性 层 。 中 性 层 与 横 截 和 面 的 交 线 为 截 曾 的 中 
性 办 。 横 截面 上 位 于 中 性 轴 商 侧 的 各 点 分 别 承 受 拉 应 力 或 压 应 力 , 中 性 疆 上 各 点 的 正 应 力 
为 零 。 

下 面 根据 平面 假设 找 出 纵向 线 应 变 沿 截面 高 度 的 变化 规律 。 | 

考查 梁 上 相让 为 dz 的 微 段 (图 5-2a) ,其 变形 如 图 5-2b 所 示 。 其 中 x 轴 沿 梁 的 轴线 ,y 畏 
与 横 截 面 的 对 称 轴 重 合 ,z 轴 为 中 性 轴 。 则 距 中 性 轴 为 y 处 的 纵向 层 a 一 a 这 曲 后 的 长 度 为 (p 
十 2 ,其 纵向 正 应 变 为 :em -24 一 了 


总 
上 式 表明 : 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 各 点 的 纵向 线 应 变 沿 截面 高 度 线 性 分 布 。 


2) 物 理 关 系 
根据 以 上 分 析 , 粱 横 截 面 上 各 点 只 受 正 应 力作 用 。 再 考虑 到 纵 回 晨 之 间 互 不 挤 讨 的 假说 ， 
所 以 纯 弯 粱 各 点 处 于 单身 应 力 状 态 。 对 于 线 弹 性 材料 ,根据 胡 克 定律 有 ， 


o=FE=E,y 
pe 


式 中 下 、6 均 为 常数 ,上 式 表 明 ; 纯 麻 梁 权 截 面 上 人 征 - 一 -点 钼 的 正 应 力 与 该 点 到 中 性 轴 的 垂直 
距离 y 成 正比 ， 即 正 应 力 沿 着 截面 高 度 按 线性 分 布 ,如 图 5-2d 所 示 。 

上 式 不 能 直接 用 以 计算 应 力 , 因 为 中 性 层 的 曲率 羊 径 以 及 中 性 轴 的 位 置 尚 未 确定 。 这 要 
利用 静 力 关系 来 解决 。 

3) 静 力 关系 

弯 和 矩 寻 作用 在 z* 一 y 平面 内 。 截 面 上 举 标 为 y,z 的 微 面积 dA 上 有 作用 力 sdA ,如 图 5-2c 
所 示 。 横 截面 上 所 有 微 面 积 上 的 这 些 力 将 组 成 轴 力 N 以 及 对 yx 轴 的 力矩 My 和 Mz，; 

N= | oaA ; M, 一 | wdA ;M, = | sadA 
在 纯 弯 情况 下 , 梁 横 截面 上 只 有 弯 矩 M 一 M ,而 轴 力 N 和 AM, 此 为 零 。 


(DN= | SydA = | ydA = Ss, =0 


其 中 S, 一 | ,ydA , 称 为 截面 对 = 办 的 更 矩 。 因 为 并 0 , 故 有 S. 一 0 。 这 表明 中 性 名 = 
通过 蕉 面 形 心 。 


593 。 


DM, -| EywdA = | sedA 一 Er -0 


其 中 I 一 | yxdA 称 为 截 而 对 y、z 轴 的 惯性 积 。 使 5.。 一 0 的 一 对 互相 甜 直 的 轴 称 为 主 
轴 。 由 于 » 轴 为 模 截 而 的 对 称 轴 , 对 称 轴 必 为 主轴 ,而 < 轴 又 通过 模 截 面 形 心 , 所 以 >,= 轴 为 形 
心 主轴 。 
E 


(3) M = | ByrdA 一 3] yaa 一 了 MM 


Wj 1 _M 
由 此 可 以 得 到 : 二 一 部 


其 中 工 一 | ?adA 称 为 截面 对 = 轴 的 惯性 拭 ; EI 称 为 截面 的 抗 夺 刚度 。 上 式 表 明 , 梁 夺 曲 
的 曲率 与 弯 矩 成 正比 , 面 与 抗 这 刚度 成 反比 。 

将 上 式 代入 := Fe 一 二 - > ,得 到 纯 膏 情 况 下 的 正 应 力 计算 公式 为 :~ 他 

上 式 中 正 应 力 的 正 负 号 与 杰 矩 M 及 点 的 坐标 y 的 正 负 导 有 关 。 实 际 计算 中 ,可 根据 堆 


面 上 弯 答 M 的 方向 ,直接 兰 断 中 性 轴 的 哪 一 便 产生 拉 应 力 , 哪 一 便 产 生 压 应 力 , 而 不 必 计 及 AM 
和 >y 的 正 负 。 


横 截 面 上 离 中 人 性 轴 最 远 的 各 点 , 夺 曲 正 应 力 最 大 ,为 pun — Ye 
式 中 /ye 称 抗 桔 截面 系数 ,用 W, 表示 ,常用 的 矩形 . 贺 形 和 空心 贺 抗 态 截 面 系 数 分 别 为 ， 


2 
W. 二 名- (矩形 ) 
和] 
W. 一 玛 ( 圆 有形 ) 
x 


W, 一 ‘3p! 一 时 {空心 贺 ) 
t=a/D 代表 内 、 外 径 的 比值 。 
2. 横 查 曲 正 应 力 


梁 在 横 桔 曲 作用 下 ,其 横 截 而 上 不 公有 正 应 力 , 还 有 前 应 力 。 由 于 存在 前 应 力 , 构 截面 木 再 
保持 平面 ;而 发 生 “ 铀 曲 " 现 象 。 

进一步 的 分 析 表 明 , 对 于 细 长 梁 ( 例 如 短 形 截面 深 , i/h 写 5 ，! 为 深长 ,六 为 截面 高 度 ) ,前 
应 力 对 正 庶 力 利 压 曲 变形 的 影响 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 上 述 公式 仍然 适用 。 

当然 上 述 公式 只 适用 于 材料 在 线 弹性 范围 ,并 且 要 求 外 力 满 足 平面 弯曲 的 加 力 条 件 ; 对 于 
横 截 面具 有 对 称 轴 的 梁 , 只 要 外 力作 用 在 对 称 平面 内 , 粱 便 产 生平 而 弯曲 ;对 于 横 截 面 无 对 称 轴 
的 梁 , 只 要 外 力作 用 在 形 心 主轴 平 而 内 ,实心 截面 梁 便 产生 平面 弯曲 。 

上 述 公 式 是 根据 等 截面 直 梁 导出 的 。 对 于 缓慢 变化 的 变 截 而 粱 ,以 及 曲率 很 小 的 曲 梁 
(him 过 0.2 ,为 曲 梁 轴线 的 曲率 半径 } 了 世 可 近 飞 适用。 


3. 弯曲 前 应 旋 


梁 受 横 力 弯曲 时 ,虽然 横 截面 上 赋 有 正 应 力 e ,又 有 前 应 力 r 。 但 一 般 情况 下 ,前 应 力 对 梁 
"S|. 


的 强度 和 变形 的 影响 属于 次 要 因素 ,因此 对 由 前 力 引起 的 剪 应力 ,不 再 用 变形 .物理 和 静 力 关 系 
进行 推导 ,而 是 在 承认 正 应 力 公式 。 = “下 仍然 适用 的 基础 上 ,假定 前 应 力 在 横 截 而 上 的 分 
布 规律 ,然后 根据 平衡 条 件 导出 剪 应 力 的 计算 公式 。 

1) 矩 形 截 面 梁 

对 于 如 图 5-3 所 示 的 矩形 截面 梁 , 模 截面 土 作用 剪 力 Q。 现 分 析 虐 中 性 轴 z 为 y 的 横 线 ua 上 
的 前 应 力 分 布 畏 况 。 根 据 前 应 力 成 对 定理 , 横 线 mi 两 端的 剪 应 力 必 与 截面 两 铀 边 相 切 , 即 与 前 力 Q 
的 方向 一 致 。 由 于 对 称 的 关系 , 模 线 mi 中 点 处 的 前 应 力也 必 与 @Q 的 方向 相同 。 


图 5-3 

根据 这 三 点 剪 应 为 的 方向 ,可 以 设想 aal 钱 圭 各 点 前 应 力 的 方向 皆 平 行 于 前 力 QQ。 又 因 截 
面 高 度 h 大 于 宽度 5 ,前 应力 的 数值 沿 横 线 aai 不 可 能 有 太 大 变化 ,可 以 认为 是 均 名 分布 的 。 基 
于 上 述 分 析 ,可 作 如 下 假设 : 

DD 模 截 面 上 任 一 点 处 的 前 应 力 方 向 均 平 行 于 前 力 Q。 

也 前 应 力 沿 截面 宽度 均匀 分 布 。 

基于 上 述 假定 得 到 的 解 ,与 精确 解 相 比 有 足 鲍 的 精确 度 。 从 图 5-4a 的 横 弯 梁 中 截 出 dz 微 
段 ,其 左右 截 而 上 的 内 力 如 图 5-4b 所 示 。 梁 的 横 截 面 尺 寸 如 图 5-4c 所 示 , 现 欲求 距 中 性 轴 = 
为 y 的 横 线 aa1 处 的 剪 应力 * 。 过 mi 用 平行 手中 性 层 的 纵 截 面 saleel 自 dz 微 段 中 截 出 一 微 
块 {图 5-4d)， 


图 5-4 


根据 剪 应 力 成 对 定理 , 微 块 的 纵 截面 上 存在 均匀 分 布 的 前 应 力 = 。 微 块 左右 侧 而 上 正 应 
力 的 会 力 分 别 为 Ni 和 Na ,其 中 ， 


N =| ndA =| My A Me. 
Eu A* 工 工 


* 55 * 


Ns: “一 |. oadA 一 | MO 4 dA 一 ds 


式 中 , A， 为 微 沁 的 侧面 面积 , a Gov) 为 面积 A” 中 耻 中 性 轴 为 x» 处 的 正 应 力 , S; 一 | .ydA 
. 由 微 块 沿 xz 方向 的 平衡 条 件 > x+ = 二 0 ,得 :一 Ni 十 Ns 一 cbdzr = 二 0 


一 也 dM # :MS 
由 上 述 三 式 可 得 : 中 4s: 一 +6dz 一 0, 故 , 一 最 守 


因 9 一 Q,r = r , 故 求 得 可 截面 上 虐 中 性 轴 为 y 处 模 线 上 各 点 的 前 应 力 x 为 ; 


TT 一 


a 

上 式 也 适用 于 其 他 截面 形式 的 梁 。 式 中 ,Q@ 为 截面 上 的 前 力 ; I 为 整个 截面 对 中 性 轴 * 的 
惯性 矩 ;5 为 横 截 面 在 所 求 应 力 点 钼 的 宽度 ; S; 为 面积 A* 对 中 性 轴 的 静 惩 。 

对 于 和 矩形 截面 梁 ( 如 图 5-5a 所 未 ), 可 取 dA == bdy1 ;于 是 : 


2 
A 
这 样 ,= 一 9 让 可 写成 : :一 刍 (年 一 六 ) 


上 式 前 明 ， 洛 稚 面 高 度 葛 应 力 = 接 独 物 线 规律 变化 (图 5-5b)。 在 截面 上 .下 边缘 处， 
y 一 土 二 ,一 0# 在 中 性 轴 上 ,z 一 0, 剪 应 力 值 最 大 ,其 值 为 , rw. 一 六 和 

式 中 A 一 抽 , 即 矩形 截面 梁 的 最 大 剪 应 力 是 其 平均 剪 应 力 的 3/2 倍 。 

2) 圆 形 截 面 梁 


如 图 5-6 所 示 ,在 圆 形 截 面 上 , 任 一 平行 于 中 性 轴 的 横 线 aa 两 端 处 ,前 应 力 的 方向 必 切 于 
圆周 ,并 相交 于 y 轴 上 的 c 点 。 


因此 横 线 上 各 点 剪 应 力 方 向 是 变化 的 ,但 在 中 性 轴 上 各 点 剪 应力 的 方向 皆 平 行 于 前 力 Q， 


设 为 均匀 分 布 ,其 值 为 最 大 , 即 : roo 一 守候 


式 中 A=— dd, 即 贺 截面 的 最 大 剪 应 力 为 其 平均 前 应 力 的 4/3 倍 。 


pk 一 一 3 一 一 志 


(b) 


3) 工 字形 截面 梁 图 556 
工 字形 裁 面 粱 由 腹 板 和 要 缘 组 成 。 在 要 缘 上 前 应 力 很 小 ,在 腹 板 上 前 应 力 沿 腹 板 高 度 按 卸 


6， 


物 线 规 律 变化 ,如 图 5-7 所 示 。 最 大 前 应 力 在 中 性 轴 上 ,其 值 为 ;ru 从 Se 


一 一 于 


了 
图 5-7 


式 中 (CS,* )me 为 中 性 轴 一 侧 截 面 面 积 对 中 性 轴 的 静 和 挎 。 对 于 加 出 的 工 字 钢 , 此 值 可 以 从 型 
钢 表 中 查 得 。 


计算 结果 表明 ,上 腹 板 承 担 的 前 力 约 为 (0. 95 一 0. 97) 和 ,因此 也 可 用 下 式 计算 = 的 近似 值 ， 
er 全 
Te hd 
式 中 天 为 腹 板 的 高 度 ,d 为 腹 板 的 宽度 。 


第 二 证 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


(1) 求 梁 截 面 的 应 力 分 布 ,并 绘制 应 力 分 布 图 ; 

《2) 求 梁 的 最 大 亚 应 力 及 最 类 前 应 力 ; 

《3) 求 亚 合 深 中 的 应 力 ( 含 秋 结 与 非 黏 结 ); 

(4) 夯 出 菏 壁 截面 梁 杜 曲 中 心 的 大 致 位 置 。 

【 例 1〗 外 伸 梁 截面 及 受 载 如 图 5-8 所 示 ,已 知 工 一 500X 104mmt ,材料 的 Lo] 一 15MPa， 
[er]= 一 40MPa, 校 核 该 梁 强 度 。 (北方 交 通 大 学 ,2002 年 ) 


解 ” 设 支 座 了 处 的 支 反 力 是 Fs( 不), 由 平衡 条 件 > Ma 一 0 得 到 ， 


去 X15X C104: — Fs :0.8 = 0>F, — 9.375kN 


“S57. 


以 A 点 为 原点 建立 沿 梁 轴 方 向 的 x 坐标 , 则 


9.375 X (0.8— x)— 去 X15X 人 Od — x): 底 记 [0,0.%8] 


一 序 X15X (1.04—z) x € [0.8,1.04] 


从 中 容易 获得 最 大 正 弯 距 是 Mw 一 0. 675kN 。m， 
最 太 负 弯 距 是 MM 二 0. 432kN mn。 


最 大 正 弯 年 截 面 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 是 
_ 0.675 x 30 x 10 x 107 


Mi = 一 


一 一 问 一 盖 Pr 
Cnax 500 X 10¢ X10 4.07 x 10°¢Pa) = 4.07MPa 一 [6,]= 15MPa 
0. 675 x 90 xX 10: x 10° 8 
a TT 一 12.2 Xx 10° (Pa) = 12. 2MPa < [co 一 40MPa 


最 大 负 弯 矩 截面 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 分 别 是 
0. 432X 90X 10: X107™ 


Dime 500X 10: X10 = 7,78X10°(Pa)y = 7.78MPa < La ] = 15MPa 
_0.432Xx30X1l0 X10 _ sup, 
Oanax SO00 x 104 x 10 2. 59 XX 10 (Pa) 一 2, 59MPa < Leo] 一 d40kPa 


综合 以 上 , 梁 的 强度 满足 要 求 。 
评注 ,对 不 容易 直接 判断 危险 点 的 确切 位 置 时 , 需 对 各 种 可 能 的 危险 点 进行 一 一 校 核 。 
【 例 2 已 知 图 5-9 所 示 的 滩 人 允许 拉 应 力 [ej] 一 30MPa, 人 允许 压 应 力 [o.] 二 100MPa,lL=1. 0m， 


4 二 和 修 N/m, 了 一 11kN。 坛 按 正 应 力 强 度 条 件 对 梁 的 强度 进行 校 核 。( 武 汉 大 学 ,2003 年 ) 


mn 
a 
EF 
LI 工 
8 40mm 
起 

< B 4 * SOmm 

ef 

20mm 

图 5-9 


解 ” 设 形 心 轿 离 工 形 截面 上 缘 的 距离 是 S, 由 组 合 圆 形 形 心 公式 得 到 ， 
S 一 80X20X80 十 40X60X20 4， 
80 xX 20 40X 60 
利用 平行 移 轴 定理 得 到 截面 对 其 形 心 轴 的 惯性 算是， 
1 -20 2 X80 


+80 X20X (80— 44)* 十 中兴 9- +60X 40X (44—20)? = 4, 62 x 10 Cmm'y 


做 悬臂 梁 的 弯 矩 图 如 图 5-10， 


5-10 


由 上 述 弯 和 矩 图 发 现 最 大 拉 应 力 可 能 发 生 在 B 截面 的 下 边缘 或 C 截面 的 上 边缘, 最 大 压 应 


力 发 生 在 上 C 截 面 的 下 边缘 , 即 
粱 中 最 大 拉 应 力 是 : 


， 3X103X44X10 
ae 一 Xi 一 28.5X10(Pa) 一 28.5MPa<[o] 一 30MPa 


_2X10X76X3l0n _ 本 
Car 4， B82 > 1]08 x 10-1 一 32， 9 A 19 CPa) 一 32. DJMPa > Lo |= 30MPa 
梁 中 最 大 压 应 力 是 : 


3 ,了 
de = SD 一 49. 3 X 10° (Pa) = 49. 3MPa < [c] 一 100MPa 


综合 以 上 , 深 的 强度 不 能 满足 要 求 。 
评注 :对 危险 点 的 判断 可 以 综合 截面 弯 工 大 小 和 截面 形 心 位 置 丙 个 因素 ,读者 应 学 会 排除 


危险 点 以 碱 小 计算 量 。 
【 例 3] 小 难度 变 截面 悬臂 梁 如 图 5-11 所 示 , 已 知 直径 d; 一 2d,, 试 求 最 大 正 应 力 的 位 置 


及 大 小 。( 中 南大 学 ,2001 年 ) 


eo———H 
Oo 
i 
图 5-11 
解 ” 对 于 坐标 工 所 对 应 的 梁 截 面 ， 
RD) 一 pr 
一 和 。 一 工 。 db —d 。 3 
Wz(z) 一 芳 .[d(z)] 一 本 [二 z| 
_ Mz _ pr 
Tnx 《TY 一 
Wztr) dpe—d 3 
32 [a.+ i | 


“59. 


而 中 一 2 所 以 ; ou 人 oz) = 一 一 一 闫 一 一 -一 
各 "不" (十字) 


最 大 正 应 力 处 ,函数 owCx) 处 驻 值 , 即 : et 一 0 
从 中 得 到 xz 一 十 , 即 在 x 一 坪 截面 和 下 边缘 有 最 大 正 应 力 是 : 


了 、_ 128pr 
| omxt 7) 一 27rc 
评 广 :本 题 要 利用 高 等 数学 中 有 关 求 基数 极 值 的 方法 读者 要 将 数学 工具 掌握 好 ， 才能 有 效 


地 指 眉 力 学 学 习 。 
【 例 4] 在 木 梁 两 侧 用 钢板 加 面 ,连接 成 整体 , 受 力 及 截面 如 图 5-12 所 示 , 试 求 梁 中 最 大 
正 应 力 。 已 知 ,Ew 一 200GPa, Ex 一 10GPa。( 上 海 交 通 大 学 ,2001 年 ) 
PC- 


Diem 12¢m .6cm 


sq=10kN/m 


图 5-12 


解 简 支 梁 受 均 布 载荷 作用 ,其 最 大 这 矩 是 , Mw 一 ?一半 X10X 4 一 20kN，m 
而 AM mx 一 Mg 二 NM 


梁 受 这 曲 变形 时 , 钢 板 与 木板 的 变形 一 致 , 即 弯 曲 曲 率 相同 ,由 曲率 公式 了 一 状 得 到 


TI = 十 X0,6X30 xX 2 = 2700cml 
4 = 证 X 12 x 30: = 27000cm: 


从 上 述 各 式 , 有 :Ma 二 2 全 kN ， .im ,一 各 kN nm 


3 
材料 中 的 最 大 应 力 是 ， 


Me y x10 x15X107 
(om DJ uax 一 项 一 27000 又 To 一 74. D7WVIPa 


"0 . 


M 全 六 10 x 15 X10 
Cah J mer = me 一 一 3.7MPa 
本 


27000 Xx 10 

梁 中 的 最 大 应 力 是 (gm) 一 74. 07MPa 

评注 ;组 梁 变 形 时 ,各 梁 的 弯曲 曲率 相同 ,由 此 可 以 得 到 变形 协调 条 件 。 本 题 实 际 上 
是 弯曲 应 为 的 超 静 定 问 题 。 类 似 还 有 上 下 未 黏合 的 亚 梁 ,也 要 利用 弯曲 曲率 相同 的 几何 
条 件 。 但 要 注意 ,未 黏合 的 簿 粱 ,各 层 均 绕 各 层 的 中 性 轴 转 动 , 不 同 于 多 层 黏合 粱 的 绕 整 
粱 截面 形 心 轴 转 动 。 . 

【 例 5] 在 抗 弯 截 面 模 量 丈 . 一 300cm 的 工 字 截 面 简 支 梁 AB 上 ,有 一 算 形 截面 的 简 支 副 
梁 , 前 梁 可 沿 主 梁 负 线 方向 移动 。 已 知 主 梁 蜂 长 4m; 副 深长 1m, 副 梁 的 截面 宽度 5=4cm; 高 度 


六 一 12ctm 两 梁 的 许 用 应 力 均 是 Le] 一 100MPa ,试问 当 副 染 跨 中 加 集中 力 P 达到 人 允许 载荷 时 , 主 
梁 是 否 安 全 ?浙江 大 学 ,2000 年 ) 


团 5-13 


解 、 对 副 梁 ,其 弯 短 最 大 信 是 ; Mow 一 盘 一 二 CN mm) 


对 应 的 最 大 正 应 力 是 : ows 一 9 < [o] 
pa oe W. = 4. [ol _ X100 X10° xX 4 X12 x 107 


= 38, 4kN 
所 以 , 副 梁 的 允许 荷载 是 [] 一 38. 4kN 
对 主 梁 , 由 平衡 条 件 5) Ms 一 0 得 到 : 

RA ,4 一 [人 .ca— [el. (3 一 站 一 0=RA = SE. [Cp] 
由 对 称 性 条 件 知道 只 需 校 核 C.D 任 一 截面 强度 即 可 。 
截面 C 的 计 矩 是 , Me 一 Ra , 工 一 2。[p] 


当 Mc 取 极 值 时 ; Se 一 3 525. [的 一 0=>+ 一 1.75m 


“61 。 


2 
此 时 , Moon 一 二 人 全 人 上代 


“Tp]= 29. 4KN +. m 


截面 C 的 最 大 应 力 是 ， 


Ms 29,4X10 sp 
Famax 于 300 X10 98 x 10: (Pa) = 98MPa < [cj= 100MPa 


故 主 梁 是 安全 的 。 

评注 ;对 移动 荷载 作用 下 梁 的 强度 校 核 ,需要 用 求 导 的 方法 确定 梁 上 最 太 弯 算 截面 的 位 置 。 
本 题 利用 对 称 性 对 C、D 任 一 截面 进行 强度 校 核 , 读 者 要 体会 其 含义 。 

【 例 2 在 图 5-14 所 示 工 字 梁 中 性 层 上 C 点 处 ; 测 得 与 轴线 成 45 "方向 的 线 应 变 s 
工 字 钢 0 二 天, 腹 板 厚度 为 4, 弹 性 模 量 为 玉 , 泊 松 比 为 pr ,; 求 载 基 PP。( 北 京 交 通 大 
学 ,2000 年 ) 


图 5-14 
解 在 C 点 取 单 元 体 , 并 进行 应 力 分 析 如 图 5-15 所 示 , 因 为 C 点 处 于 中 性 层 ,为 纯 前 切 应 
力 状 态 。 
不 
图 5-15 
QF nm 久 
其 中 一 i 一 访 :那么 : 
dis 一 了 a 。 cosf(2 X 45°) 一 rw * sin(2 X 45°) 
一 2 二 2 人 9 "0—(—r.).， sing0° 


= 


G45 一 a + » cosT2 X (— 45°)]— ry « sin[ 2 X (— 45°)] 


一 “二 ?2 .fcos( 909] Cr) « sin(— 90°) 


一 一 Te 


"2» 


由 广义 胡 克 定律 


Ed45 一 二 . (as 一 pO~45" 一 la * Te 一 le 总 
i 
而 通过 平衡 条 件 > ) MA 一 0 容易 得 到 C 点 的 前 力 是 : Q = Fs 一 一 .一 3P 
， _ 1 十 P _ 3kdFes _ 3kbdE 
评注 ;对 于 纯 前 应 力 状态 的 测量 可 以 通过 沿 全 "方向 测量 线 应 变 的 方式 来 实现 ,读者 楼 记 住 
这 个 简易 的 实验 方法 。 


[ 例 71 档 形 截面 染 尺 寸 及 受 思 如 图 5-16 所 示 。 材 料 为 铸铁 ,其 许 用 拉 应 力 [o j= 
40MPa, 许 用 压 应 力 Lo.] 一 806MPa。 试 求 许可 载荷 LP]。( 北 京 交通 大 学 ,1999 年 ) 


=1.720x10"mm 


解 :(1) 曾 弯 矩 图 如 图 5-17。 


图 5-17 
(2) 由 强度 条 件 确 定 许可 载荷 。 因 拉 ,、 压 强度 不 等 , 且 上 下 边缘 到 中 性 轴 的 距离 也 不 等 , 故 
最 大 正 弯 算 和 最 大 负 弯 距 所 在 的 入 截面 和 CC 截面 均 应 作为 危险 截面 考虑 。 


My _ 0.8PxX183x 10° 6 


6 
a 40X10 x 1.729 


| Pe oggxiass ™ hkN 


= 545kN 


对 CC 截 面 :由 cogs 一半 一 "年 兴 [0] 可 得 ， 


"Aa" 


ol 40 x 10° x 1.729 x 103 
一 40X10 X19 XO 364kN 
Pe 0, Gy 0,.6 x 317 Xx 105 $6 


故 LP 二 364kN 

【 例 8 正方 形 截 面 悬 臂 梁 如 图 5-18 所 示 , 梁 跨度 为 二, 横 截面 边 长 是 a, 弹 性 模 量 瑟 , 自 由 
端 受 对 角 方 向 户 力 的 作用 。 试 求 ;(1) 梁 预 1 一 1 纵向 纤维 长 度 的 改变 量 Al; (2) 梁 横 截 面 上 的 
最 大 正 应 力 ow。( 大 连理 工大 学 ,2000 年 ) 


图 5-18 
解 《1 对 题 图 所 示 截 面 ,由 图 5-19 知 其 惯性 矩 是 : 
Iz= [a ydA = jy “2， co 一 ly)dy 一 十 a 


由 


二 


由 
下 


图 5-19 
焉 自由 端 更 离 为 xz 的 截面 弯 矩 是 ; Mix} 一 pr 


截面 项 端的 应 力 是 : cos 一 Ma . 坚 。 一 SY 站 


对 应 的 截面 顶端 应 变 是 : eo 一 吧 一 6 如 各 


那么 1 一 1 纵向 纤维 的 改变 量 A 是 ; AL 一 | ecowdz 一 | “ 尖 优 .dz 一 3 如 如 
(2) 在 国定 端 梁 的 寄 矩 有 最 人 值 是 ; Mo 一 名 
最 大 正 应 力 是 ; ow 一 Me 。 妨 a 一 好 .光一 6 


1 本 2 a 
12° 


评注 :对 于 非 规则 截面 的 惯性 矩 计算 ,要 通过 定义 1. 一 | ,yrdA 来 实现 。 读 者 在 熟 记 规则 
截面 惯性 矩 公式 (矩形 , 二 地 ; 国 形 : 击 xD' ;空心 圆 形 , 让 xD'(1 一 et); …) 的 同时 也 不 能 忘 
记 其 定义 式 。 

【 例 9】 矩形 截面 悬 粱 ,长 是 1, 受 力 偶 M 和 均 布 力 9 作用 M 一 29 纹 ,一 286, 如 图 5-20 
04 。 


所 示 ， 
《1) 绘 该 深 的 轴 力 图 和 弯 和 矩 疼 。 
(2) 求 最 大 正 应 力 cm。 (南京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


中 
二 


解 


疼 5-21 


梁 的 村 和 矩 图 如 图 5-22 所 示 。 
2.5glh 


2gih 


图 5- 好 


Tl 


(2) 梁 在 轴 力 的 作用 下 的 最 大 正 应 力 是 : oi 二 至 一 多 


染 在 弯 甜 作用 下 的 最 大 正 应 力 是 ol 一 和， 一生 于 ,二 了 
证 —ih: 
12 


所 以 , 梁 的 最 大 正 应力 是 : ow 一 oN 十 ot, 一 1 


【 例 10] 试 根据 平面 假设 推导 如 图 5-23 所 示 双 对 称 剖 面 组 合 梁 的 对 称 弯 曲 正 应 力 公式 。 
已 知 :(1)737 与 = 为 横 截 面 对 称 轴 ; 

C2) 梁 由 三 种 不 同 的 材料 组 成 ,其 弹性 模 量 为 El ,Fs ,Es; 

C3) 每 一 种 材料 的 模 前 面 对 于 y 轴 芍 惯性 算是 Li ,Le ,Ts ; 

《43 力 矩 M 的 作用 在 x 一 z 平 面 内 。t 上 海 交 通 大 学 ,2000 年 ) 


解 ” 由 平面 假定 得 到 ; ecz 一 
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一 y 
MoM 


图 5-23 
Z 


其 对 应 的 应 力 是 ; gicz， = EE *， eczy Fo (i = 1,2,3) 
截面 上 应 力 所 构 成 的 力 偶 是 : 
eh 
= bp .Z,dA 一 > =| A 一， PEL 
了 是 是 的 吉 击 是 半 是 鞋 -< 
0 FE. 
梁 的 弯曲 正 应 力 是 : o; 一 下 , ， 2 (i = 1,2,3) 


2 El, 


评注 :本 题 属于 有 黏 结 的 组 合 染 问题 ,各 材料 部 分 绕 整 染 截面 形 必 轴 转 动 。 

【 例 111 抗 拉 与 抗 压 弹 性 模 量 不 等 的 材料 , 制 成 如 图 5-24 所 示 的 等 截面 梁 , 设 其 拉 伸 模 
量 是 Ei ,压缩 弹性 模 量 是 Ez 。 试 求 纯 弯 曲 时 , 横 截 面 上 的 正 应 力 公式 (平面 假设 仍然 适用 。 苦 
El > ,试问 中 性 轴 位 置 向 哪 一 侧 移 动 ?〈 上 次 变通 大 学 ,2001 年 ) 


Mi mM 
= 
ng 
图 5-24 
解 ” 因 为 平面 假设 仍 成 立 , 线 应 变 就 成 线性 规律 分 布 , 妈 e 一 


式 中 6p 为 曲率 半径 ,y 是 点 到 中 性 轴 的 距离 。 由 胡 克 定律 可 知 ， 
在 横 截 面 受 拉 部 分 , o 一 . E, y E [0 


在 横 截面 受 拉 部 分 : o; 一 站 = 下 > yE [~— hs0| 
根据 前 力 平衡 条 件 , DF 一 0，N 二 | sdA =0, 即 

0 hn 
N=] mdA+| oaA=| 之 .也 .dy 十 | Bb dy 


入，B6. 居 0 
2 2 p 2 


.和 


可 也 
E 
hi = Eh 娃 
所 以 ， hhAvE . 


多 DM = 0,M 一 | yodA 一 AM 


即 M=|、 xzdA 十 | 351dA 


bE A 3 8 
=| ,EE. wt YE bdy = 加 各 | EA _ bErh’ + Ehz’) 


3p 3p 3p 
SAT 

所 以 AER + EAR) 
于 是 , 受 拉 一 侧 任意 点 的 正 应 力 公 式 是 : 
好 一 之 ， E 

2 

-ME .，- 3EMy 
bEhi+ Ehi) hvE h vE: 
p[E :CY Ep VE) 
[B+ EB P+ 


2 


同 理 , 可 求 得 受 压 一 侧 任 意 点 的 正 应 力 公式 是 ， 


4 = 2 y E [—hs,0] 


SM, 一 0， 自动 满足 。 


评注 :本 题 属 于 几何 性 质 对 称 但 物理 性 质 不 对 称 的 弯曲 问题 。 抓 住 平 面 假定 和 平衡 条 忻 ， 
问题 迎刃而解 。 
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第 三 节 习 题 


一 填空 题 

1. 在 推导 梁平 面 弯 申 的 正 应 力 公式 时 ,是 从 几何 方面 、 方面 和 。 方 面 综 
会 考 虚 的 。 

2, 受 横 力 弯曲 的 梁 横 截面 上 的 正 应 力 沿 截面 高 度 按 规律 变化 ,在 处 
最 大 。 

3. 等 截面 梁 用 积分 法 计算 其 找 度 和 转 前 时 ,积分 常数 根据 条 件 和 条 侍 
决定 。 


4. 如 图 5-26 所 示 ,三 角形 ABC, 已 知 1. 一声 :f/12,zi 轴 /sw 轴 ;: 刚 1 为 


A 
太 生殖 
| 
B ” 


下 


图 5-26 

5. 中 性 轴 是 
6. 矩形 截面 梁 , 若 截面 高 度 和 宽度 都 增加 一 倍 , 则 其 强度 将 提高 到 原来 的 倍 。 
7, 非 对 称 薄 壁 截面 梁 只 发 生平 面 弯 旺 , 不 发 生 扭 转 的 横向 力作 用 条 件 是 。 
二 .选择 题 
1. 在 下 列 关于 平面 图 形 的 结论 中 ， 是 错误 的 。 

A. 图 形 的 对 称 轴 必定 通过 形 心 

B. 图 形 两 个 对 称 轴 的 交点 必 为 形 心 

C. 图 形 对 对 称 轴 的 静 什 为 零 

D, 使 静 矩 为 零 的 轴 为 对 称 轴 
2. 在 平面 图 形 的 几何 性 质 中 ， 的 值 可 正 , 可 负 、 也 可 为 零 。 

A. 苦 矩 和 展 性 惩 B. 极 局 性 第 和 惯性 矩 

C. 惯性 矩 和 筑 性 积 D. 静 算 和 惯性 积 


3. 设 失 形 对 其 一 对 称 轴 z 的 惯性 失 为 1, 则 当 其 长 宽 比 保持 不 变 , 而 面积 增加 1 倍 时 ,该 答 
形 对 * 的 惯性 矩 将 变 为 

A. 21 B. 41 C. BL D. 18L 

4. 在 下 列 四 种 情况 中 ， 称 为 纯 弯 曲 。 

.AA. 载荷 作用 在 光 的 纵向 对 称 面 内 
B, 载 车 仅 有 集中 力 伪 , 无 集中 力 和 分 布 载 巷 
C. 梁 内 发 生 麻 曲 ,不 发 生 持 转 和 拉 奈 变形 
站 


D, 梁 的 各 个 截面 上 均 无 前 力 , 且 咨 短 为 常量 


5. 染发 生平 面 弯曲 时 ,其 横 截 面 绕 旋转 。 
A. 梁 的 轴线 B, 截面 的 中 性 轴 
C, 截面 的 对 称 轴 D, 截面 的 上 (或 下 ) 边 缘 


6. 几何 形状 完全 相同 的 两 根 梁 , 一 根 为 铝 材 ,一 根 为 钢材 ,车 两 根 梁 受 力 状 态 也 相同 , 则 它 
们 的 


A. 硒 则 应 应 力 相 同 ,轴线 曲率 不 同 。 B. 杰 曲 应 力 不 同 ,轴线 葛 率 相同 
C. 弯曲 应 力 和 轴线 曲率 均 相同 D. 弯曲 应 力 和 轴线 曲率 均 不 同 


7. 在 厂房 建筑 中 使 用 的 “ 鱼 腹 梁 ”实质 上 是 根据 简 支 梁 上 的 而 设计 的 等 强度 梁 。 
A, 受 集 中 力 、 截 面 宽 度 不 变 B. 受 集中 力 、 截 面 高 度 不 变 
C. 受 均 布 载荷 ,截面 宽度 不 变 D. 受 均 布 载荷 .截面 高 度 不 变 
8. 设计 急 梁 时 , 宜 采用 中 性 轴 为 的 截面 。 
A. 对 称 轴 B. 靠近 受 拉 边 的 非 对 称 轴 
C, 车 近 受 压 边 的 非 对 称 轴 D. 任意 轴 
三 .判断 题 


1, 截面 尺寸 和 长 诬 相 同 两 悬臂 粱 ,一 为 钢 制 ,一 为 木 制 ,在 相同 载荷 作用 下 ,两 粱 中 的 最 正 
大 应 力 利 最 大 指 度 都 相同 。¢  ) 

2, 若 截面 图 形 有 对 称 轴 , 则 该 图 形 对 其 对 称 轴 的 静 矩 为 零 ,惯性 矩 不 为 零 .(  ) 

3. 若 截面 有 一 个 对 称 轴 , 则 截面 对 包含 对 称 轴 的 正 交 坐标 系 的 惯性 各 不 一 年 为 零 ( 这 要 取 
决 坐 标 原点 是 否 位 于 截面 形 心 }。( ) 

4. 任意 图 形 , 敬 对 某 一 对 正 交 坐标 轴 的 惯性 积 为 零 , 则 这 一 对 坐标 轴 一 定 是 该 图 形 的 主 惯 
性 轴 。(  ) 

5. 梁 甬 切 咨 曲 时 ,其 截面 上 好 有 下 应 力 , 又 有 前 应 力 。(  ) 

6. 等 直 实 体 梁 发 生平 面容 曲 变 形 的 充分 必要 条 件 是 载荷 均 作 用 在 同一 纵 问 对 称 面 内 。 
( ) 


1. 已 策 , 代 形 铸 铁 外 伸 梁 [a] 一 35MPa,[a] 王 120MPa,LI 一 5000X104mmt y==70mm,， 
和 一 130mmyz 轴 过 形 心 , 试 求 ， 

(1) 按 图 5-27(a) 放 置 时 的 许 用 载荷 LPj]。 

C2) 按 图 5-27(b)、 (9 丙种 让 二 了 种 合理 为 什么 ? 


lm lm Mt 


图 5-27 


“B69. 


2. 图 5-28 为 外 伸 梁 ,截面 为 工 字 形 , 求 支 撑 也 在 什么 位 置 时 受到 的 荷载 最 大 ,以 及 此 时 梁 
中 的 最 大 剪 切 应 力 ? 


图 5-28 
3. 一 铁路 杭 木 承受 两 个 了 一 2000kN 集中 载荷 ,如 图 5-29 所 示 , 路 基 的 反 力 了 可 假设 均匀 
分 布 在 桃木 的 长 度 上 。 枕 木 横 截面 的 尺寸 为 下 王 300mm, 丰 一 250mmy 设 工 一 
1450mma 一 50bm 。 
(1) 画 出 前 力图 和 弯 矩 图 ; 
《2 计算 最 大 的 弯曲 正 应 力 rs 和 剪 应 力 ru。 


下 下 下手 直下 
9 


二 

图 5-29 

4. 如 图 5-30 所 示 圆 木 直径 为 也 ,需要 从 中 切取 一 矩形 截面 次 ;试问 : 
(1) 如 要 使 所 切 和 矩形 截面 的 抗灾 强 度 最 高 ,h .6 分 别 为 何 值 ? 
“2 如 要 使 所 切 矩 形 截面 的 抗 杜 刚度 最 高 ,六 .分 别 为 何 值 ? 


， 


GH 


图 5-30 
5. 矩形 截面 梁 受 荷 如 图 5-31 所 示 ,材料 的 许 用 应 力 [sj] 一 10MPa, [fr] 二 5MPa , 试 选择 该 
梁 的 截面 尺寸 。 设 和 :6 二 2 :1。 


人 * 


Fl10kNim 


ee 4 
图 5-31 


6. 如 图 5-32 所 示 蕊 辟 梁 是 由 黄 个 正方 形 截面 梁 组 成 ,两 根 梁 在 自由 端 处 用 螺栓 连接 ,已 
知 螺栓 的 剪 切 许 用 应 力 [z]=60MPa,a 一 10em, 试 选择 螺栓 的 直径 4。 


2m 
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第 6 章 弯曲 变形 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 杆 件 弯曲 变形 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 ， 
(1) 挠 曲线 的 微分 方程 ; 

《2 用 积分 法 求 弯 曲 变形 ， 

(3) 用 辣 加 法 求 容 曲 变形 ; 

C4) 简单 静 不 定 梁 ; 

《5) 提 高梁 弯曲 刚度 的 一 些 措 施 。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 


1. 挨 度 与 转 负 以 及 梁 的 刚度 条 件 


梁 变 形 前 后 形状 的 变化 称 为 变形 ,一 般 用 各 段 梁 曲率 的 变化 表示 。 梁 变形 前 后 位 置 的 变化 
称 为 位 移 , 位 移 包 括 线 位 移 和 角 位 移 。 

在 小 变形 和 忽略 剪 力 影响 的 条 件 下 , 线 位 移 是 截面 形 心 油 垂 直 于 渠 轴 线 方向 的 位 移 , 称 为 
拨 度 ,用 v 表 示 ; 角 位 移 是 模 截 面 变形 前 后 的 夹 角 , 称 为 转角 ,用 9 表示 。 而 07) = 时 i 开 ,可 见 


确定 梁 的 位 称 , 关 键 是 确定 挠 曲线 方程 v(x) 。 
并 的 设计 中 ,除了 需要 满足 强度 条 件 外 ,在 很 多 情况 下 ,还 要 将 其 弹性 变形 限制 在 一 定 范 围 
内 , 即 满足 刚度 条 御 ， 
| SE Ly] 18| wm 所 [9 
式 中 的 Lv] 和 [外 分 别 为 梁 的 许 用 抄 度 和 许 用 转角 ,可 从 有 关 设 计 手 册 中 查 得 。 


2. 搁 度 曲线 的 近似 微分 方程 


忽略 前 力 对 变形 的 影响 ,梁平 面 村 曲 的 曲率 公式 为 ; 03 一 “全 
上 式 表明 梁 轴 线 上 任 一 点 的 曲率 1/p(z) 与 该 点 处 槛 截面 上 的 夺 矩 M(z) 成 正比 ,而 与 该 
截面 的 抗 夸 刚度 EI 成 反比 ,如 图 6-1 所 示 。 


而 梁 轴 线 上 任 一 点 的 曲率 与 措 曲 线 方 程 v(z) 之 间 存 在 下 列 关系 ， 


dvtx) 
1 _ MCx) ， 1 一 十 dr? 
oC) EI pC) [+ (由 


二 


di yx) 
dr _ M(x) 


nr 

小 措 度 条 件 下 ,时 (如 一 9<1 ,该 式 可 简化 为 ; 士 半 如 一 人 天 ( 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方 
程 )。 

在 如 图 6-2 所 示 的 坐标 系 中 , 正 灾 矩 对 应 着 4 天 的 正 值 (图 6-2a), 负 赤 矩 对 应 着 


由 上 面 两 式 可 得 : 士 


de 的 负 值 (图 6-2b), 放 上 式 左边 的 符号 取 正 值 ， 


dvr) _ MCr) 
dar: EI 


上 式 称 为 小 挠 度 曲 线 微 分 方程, 简称 小 挠 度 微分 方程 。 显 然 , 小 挠 度 微分 方程 仅 适 用 于 线 


弹性 范围 内 的 平面 弯曲 问题 。 
了 y 

Mx 0 AP 
.MD 
, dy Fr 
由 | Er | de 

局 * x 
{a) (hb) 


图 6-1 图 6-2 
3. 用 积分 法 求 弯曲 变形 


小 找 度 曲线 微分 方程 分 别 对 工 一 次 积分 和 二 次 积分 , 便 得 到 梁 的 转角 方程 和 找 度 方程 ， 
_ dy(x) Mr) 
oz = PE = | FT tC 


rT) 一 | 经 天 azdaz+cz+D 


其 中 C.D 为 积分 常数 ,由 边界 条 件 和 连续 条 件 确 定 。 

对 于 载荷 无 罕 变 的 情形 , 梁 上 的 弯 矩 可 以 用 一 个 函数 来 描述 ,上 面 两 式 将 仅 有 两 个 积分 常 
数 ,和 由 梁 的 边界 条 件 ( 即 支 座 对 粱 的 挠 度 和 转角 提供 的 限制 确定。 两 种 典型 的 边界 象 件 如 唤 
6-3 所 示 。 


vy 


L 


-一 一 :一 一 一 一 :一 一 | 
Vo - V9=0 Vo 二 ?全 
图 6-3 
73 。 


对 于 载荷 有 突变 (集中 力 ,集中 力 偶 .分布 载 荷 间断 等 ) 的 情况 , 弯 甜 方程 需要 分 段 描述 。 对 
上 面 两 式 必 须 分 自 积 分 ,每 增加 一 段 就 多 出 两 个 积分 常数 。 

由 于 梁 的 挠 度 曲线 为 一 连续 光滑 曲线 ,在 分 段 点 处 , 相 邻 两 段 的 挠 度 和 转角 值 几 须 对 应 相 
等 。 于 是 每 增加 一 段 就 多 提供 两 个 确定 积分 常数 的 条 件 ,这 就 是 连续 条 件 。 


4. 用 又 加 法 求 查 曲 变形 


在 材料 服从 胡 克 定律 和 小 变形 的 条 件 下 ,由 小 挠 庶 曲 线 微 分 方程 得 到 的 挠 度 和 转角 均 与 载 
荷 成 线性 关系 。 因 此 , 当 梁 了 头 受 复杂 载荷 时 ,可 将 其 分 解 成 几 种 简单 载荷 ,利用 染 在 简单 载荷 作 
用 下 的 位 移 计 算 结 果 , 琶 加 后 得 到 梁 在 复杂 载荷 作用 下 的 挠 度 和 转角 ,这 就 是 全 加 法 。 


5 简单 静 不 定 梁 


静 不 定 梁 :约束 反 力 数目 多 于 静 力 平衡 方程 数目 的 梁 称 为 静 不 定 粱 。 两 背 数目 的 差 称 为 静 
不 定 次 数 。 

静 定 基 : 指 将 上 静 不 定 梁 上 的 凶 余 约束 除去 后 所 得 到 的 “更 定 基本 系统 ”。 

相当 系统 ,在 苦 定 基 上 加 上 外 载荷 以 及 多 余 约 束 力 , 便 得 到 受 力 和 变形 与 静 不 定 梁 完全 相 
辐 的 相当 系统 .将 相当 系统 与 静 不 定 梁 相 比较 ,在 多 余 约 束 处 ,找到 变形 协调 条 件 ,进而 得 到 求 
解 静 不 定 问题 所 需 的 补充 方程 。 通 过 静 力 平衡 方程 和 补充 方程 可 联 立 求解 静 不 定 问题 。 


6. 提高 梁 刚 度 的 措施 


从 挠 曙 线 的 近似 微分 方程 及 其 积分 可 以 看 出 ,弯曲 变形 与 弯 失 大 小 .跨度 长 得. 支 座 条 件 ， 
梁 截 面 的 惯性 逢 工 .材料 的 弹性 模 量 已 有 关 。 故 提高 梁 刚 度 的 措施 为 ， 

《1 改善 结构 形式 , 减 小 弯 窍 M ; 

《分 增 吉 支撑 , 减 小 跨度 了 

(3) 选 用 合适 的 材料 ,增加 弹性 模 量 已 。 但 因 各 种 钢材 的 弹性 模 量 基本 相同 ,所 以 为 提高 
梁 的 刚度 而 采用 高 强度 钢 ,效果 并 不 显著 ; 

《4 选择 合理 的 截面 形状 ,提高 惯性 窍 工 ,如 工 字形 截面 .空心 截面 等 。 


第 二 习 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 


(1) 用 秋 加 法 求 弯 曲 变 形 ，; 

(2) 静 不 定 梁 的 相关 计算 ， 

(3) 措 曲 线 的 微分 方程 的 灵活 应 用 ; 

(4) 对 梁 表 而 的 单元 体 分 析 ; 

《5) 和 应 变 片 相关 的 测量 问题 .。 

f 例 1] 如 图 6-4 所 示 , 抗 弯 刚 度 为 HI 的 梁 , 在 全 梁 上 受 集 度 为 9 的 均 布 荷载 作用 。 试 求 
此 梁 的 挠 曲线 方程 和 转角 方程 ,并 确定 其 最 大 挠 度 和 最 大 转角 .( 梁 长 为 门 ( 华 中 科技 大 学 ， 
"和 


2002 年 ) 


图 6-4 
解 ” 设 支 座 A 和 支 座 B 的 支 反 力 分 别 是 Rs 和 Ra, 由 对 称 性 , Rs 一 Rs 一 多 
梁 的 读 矩 方程 是 ; M(x) 一 从 z 一 六 qz? 一 Q(z — 27) 
而 根据 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 , 即 MCx) 二 EIy” 积分 得 到 
EIY 一 号 个, 本 一 瑟 ) 十 G 
Ely= 0 Crt 
闫 右 两 贸 支 座 的 挠 度 等 于 零 , 即 ,z=0 时 ,y 二 0;x 二 1 时,y 二 0。 有 : 


~、 
0 24 
C=0 
深 的 转 第 方程 和 挠 则 线 方程 分 别 是 ， 
站 一 六 一 CR Glx? 十 4z33 
3 一 aE 2177 十 2) 


当 转角 4 取 最 大 值 时 ,由 驻 值 条 件 ;g 一 交 生 2 一 一 至 乞 寺 > 一 0 得， 
x 一 0 或 ! 
一 -型 - 
此 时 ， Orax 一 到 
当 找 度 y 取 最 大 值 时 ,由 驻 值 条 件 ， 


y =0= 


5 (8 一 6lz2 十 4ra) 一 0 
二 
2 

此 时 ， max 一 i 

评注 ; 求 奢 曲 变 形 方程 的 步骤 是; 中 求 出 梁 中 弯 算 随 位 置 变化 的 函数 M(x) ;名 根据 梁 的 
挠 曲线 近似 微分 方程 式 EIy 一 M(x) 建 立 微分 方程 ;@ 对 微分 方程 进行 积分 得 到 转角 方程 和 乒 
度 方程 ;区 利用 边界 条 件 获得 以 上 各 证 程 中 的 常数 项 。 


【 例 2] 在 如 图 6-5 所 示 坐 标 系 中 ,等 直 梁 的 挠 曲线 方程 是 z 一 


qr 。 | 
一 3Lz? 十 2 如 ) , 斌 


hs 


(G) 最 大 弯 矩 及 最 大 和 剪 力 ; 
(2) 染 两 端的 约束 情况 ， 
(3) 梁 上 承受 的 载荷 情况 。( 东 南大 学 ,1999 年 ) 


J 


0 B 
| 
图 6-5 
和 解 ” 由 直 梁 的 挠 曲线 方程 ; w 一 jE(L’ 一 3Lx? 十 2x) 
可 求 得 其 各 阶段 导数 是 : 
tu 一 IT (一 9Lzr2 十 8za) 


ro 2 
Te 24 FI t— 9Lrt+ 127) 


Ww » 
es | 《一 9 十 24z) 
Po 一 
”站 


根据 荷载 集 度 . 剪 力 和 弯 御 之 问 的 微分 关系 ,由 上 述 诸 式 分 别 得 到 弯 抵 、 剪 旋 和 载荷 集 度 的 
方程 为 : 


M(x) = EIV 一 冀 ( 一 9Lz + 12x:) 


QCr) = EIVY 一 艺人 一 89 十 24z) 
g(x) 一 ETIVW“ 一 9 


当 >z 一 0 V0) = 0,M(0) = 0,Q(0) =— 3 


当 z=L 时 ; VO) = 0,M(L) 一 ,QD) 一 
于 是 看 出 ; | 
(1) 直 梁 是 一 两 端 镁 支 的 简 支 梁 , 支 反 力 分 别 是 YA 一 一 3 (4) ,Ya 一 一 (C4) 
幻 梁 中 弯 矩 有 极 值 发 生 在 Qtzx) 二 0 处 ,其 
遇 一 虹 十 24o) = 0=z 一 号 


3 一 了 . [9 .3 ,3L、 1 9903 
而 MC 一 和 | 9L ,六 十 12 Ge 0 


= 了 日。 


a vl 
所 以 M 一 有 ,Qu = Ya = Sa 


‘3) 梁 上 施加 的 裁 敬 有 均匀 分 布 的 载荷 g 和 卫 端 集中 力 偶 Ee- >》。 梁 的 简 图 如 图 6-? 所 


1 
pi 
B 
L 
| |; 


9 于 中 


图 6-6 


评注 :由 挠 曲线 近似 微分 方程 EIV 一 MKz) ,再 根据 载荷 集 度 , 剪 力 与 弯 矩 之 间 的 微分 关系 
式 , 即 呈 人 2 一 QCz) ,和 人 一 0(z) ,所 以 EIV" 一 Q(z) ,EIV" 一 9(z) ,综合 利用 以 上 公式 ， 
本 题 可 解 。 

《 例 3 如 图 6-7 所 示 , 深 均 布 载 村 9 作用 , 梁 的 抗 杜 刚度 EI 是 常量 , 且 9 和 均 为 已 知 。 


从 强度 考虑 为 了 能 使 梁 的 受 力 最 合理 , 试 求 支 座 A 应 上 移 的 距离 A。( 略 去 前 切 变 形 的 影响 ) 
《东南 大 学 ,2001 年 》 


图 6-8 


解 ” 弯 和 矩 图 如 图 6-8 所 示 , 令 支 座 A 的 支 反 力 是 Rs,; 则 离 支 座 A 端 距离 为 z 的 截面 弯 卸 是 ; 
Mx) = Ra * z 一 也 9 人 
当 查 逢 Mtz) 取 极 值 时 ,由 驻 值 条 尾 ， 


MD) Rg -oz 


RR lo. (Rol1.Rs 
此 时 MKz) 一 R， 9 Ce ) 人 
而 固定 端 卫 的 弯 矩 是 ; M(D = Ral— gq = 
著 使 此 梁 的 爱 力 最 合理 , 则 潜 上 正 负 弯 抢 的 绝对 值 应 该 相等 , 即 


ra 


1 .KFR lg. t=0>R, 一 人 WE 一 1 
2 ”9 入 D1" 一 UR 一 a 


通过 挠 曲线 近似 微分 方程 ， 

M(z) = W2 — La: zz 一 方 gr = 一 EIY 
积分 得 到 转角 和 挠 度 方 程 ， 

EIV' = 39° Sr — (2— Da srt 

1 11。 1 1,; 
ElV = F433" (v2 一 To 。 "可 空 十 Cr 十 Ca 

由 边界 条 件 : 当 xz 一 0 时 ,VY 一 一 A; 当 zx 一 1 时 ,VY 一 0,V 一 0 
得 到 积分 常数 是 : 


© = ,gC — L382. gt 
且 有 : 
A=_C. 82-—11.g 
—El 24 El 
评注 :本题 源 于 一 道 全 国力 学 竞赛 题 , 只 要 抓 住 梁 上 正 . 负 奇 和 矩 相等 这 个 条 人 忻 ,问题 便 很 容 
易 得 到 解决 。 


〖 例 4 如 图 6-9 所 示 , 求 图 示 滁 的 支 座 反 力 , 绘 梁 的 前 力图 与 弯 和 矩 图 。( 华 东 理 工大 学 ， 


2000 年 ) 
呈 =50 kN 


He Ti 一 一 | 
2 3m 


图 6-9 
解 ” 梁 有 两 个 多 余 约 束 ,为 二 次 超 静 定 结构 ,去 除 多 余 约 束 ,其 基本 静 定 体系 如 图 6-10 


所 示 : 
P=50 kN 
鱼 B 
C AN Mt 


} 2m | 4m EE 
6-10 


在 力也 作用 下 ,B 截面 产生 的 竖 向 位 移 Aa 和 转角 各 分 别 是 ; 


Ps2 Pp:2 ,26P 1300 
Aal 一 -区 十 -ET 3 一 3 一 0) 


Po2 50xd4 100 
Ga pT = oT = 
在 支 反 力 Rs 作用 下 ,截面 也 的 竖 向 位 移 Ap 和 和 转 骨 如 是， 


二 的 


— Rp 53 125Rp 


Am 一 36 T+) 
Ra .5 25Rs 
be = 2FI 一 2FIC、) 


在 支 反 力 Ms 作用 下 ,截面 也 的 竖 向 位 移 A 和 转 般 a 是 : 
Ms: 5° _ 25Ms( 4 ) 
2EI 2FI 


各 Rs 


_ Ms， 
Gs El 


5 _ 5Ms 
FC ™) 


由 于 
1300 125Re 25M 
As™AntAmtAm 3 Fr 3E1 ~° 


32.4 
解 出 ,Ai 一 一 24kN my,Ra 一 17. 6kN 
由 平衡 条 件 > 上 = 0 和 > MA = 0 得 到 
人 十 Ry 一 50 二 0 
M50 X22— MO— Re - 5 一 0 


解 出 © 4 
和 林 直 图 用 前 还 法 可 以 人 出 TET 
前 力图 和 栖 矩 图 用 前 述 方法 可 以 给 出 如 图 6-11 所 示 。 TR TT 
评注 ; 超 静 定 结构 的 基本 蓄 定 体系 可 以 有 多 种 。 @ 

【 例 53 如 图 6-12 所 示 梁 ABC, 在 梁 C 处 有 一 个 弹 赞 支 撑 , 弹 图 6-11 
筑 刚 度 K = 名: ， 已 知 材料 的 弹性 模 量 E 和 截面 惯性 矩 1 均 是 常数 。 求 C 处 的 约束 反 力 和 人 A 


端的 转角 欠 ,并 画 出 前 力图 和 弯 牢 图。 


175 


图 6-12 


解 ” 此 结构 是 一 次 超 静 定 结构 ,解除 弹簧 约束 , 代 之 以 约束 反 力 Re ,如 图 6-13 所 示 ， 


7 


将 图 6-13 所 示 结 构 分 解 成 两 个 独立 结构 的 合 加 如 图 6-14 所 示 ， 


人 ee 
点 B 


Re 
| 
qa—Re 
六 x 1 pg. 
一 了 让- 
和 B v 2 
十 
Es 
B Rc 
图 6-14 


从 图 中 ,C 点 的 位 移 是 ， 


1  ， ， 
要 od — Rc 和 a): 已 二 3 

< 一 [a ge kca 二 ( 2 [2 Rea 
祥 一 各" 2 二 8 十 3 3EI 8E1 3EI 


?qa? _ 2Rc “ar 
24EI 3EI 


而 C 点 的 位 移 应 等 于 弹 繁 的 压缩 量 , 即 Ac = 人 二 巡 扣 


K 3EI 
比较 @ 式 和 @ 式 得 到 ; Re 二 去 qn( 个) 
由 平衡 条 件 2 ,下 一 0 和 >)MA = 0 得 到 ， 
RAT 十 Re = gq —Re— Hm 
(Coa Re Ya 二 ya Rrera—Re*au=—0 
一 5 
Ra = 7 (C4) 
24 
解 出 1] 
(Fu 一 Re aa 
于 是 ,上 端的 转角 是 ， 一 er ~ 一 | ( 沿 道 时 针 方向 ) 
原 结构 的 内 力图 如 下 : 


= 


17 
4 


图 6-15 
评注 :对 于 含 弹 赞 支撑 的 超 静 定 结构 ,其 变形 协调 条 件 是 弹 先 支 迭 处 变形 等 于 弹 赞 变形 量 ， 
读者 要 注意 掌握 。 
【 例 6 一 等 截面 {EI= 常 量 ) ,两 端 固定 的 梁 AB, 其 右 端 转 过 一 微小 角度 8, 如 图 6-16 所 
示 。 试 求 梁 的 支 座 反 力 。( 北 京 大 学 ,19939 年 ) 


图 6-16 
解 以 支 座 了 作为 多 余 约束 , 表 定 系统 如 图 所 示 , 则 对 于 静 定 系统 ,有 : 
B 点 垂直 位 务 是 , As 一 半 半 Rt 


2EI 3EI 


2 
点 转 角 是 : 入 一 全 一 2 


而 对 比 静 定 系统 和 原 结构 ,由 变形 协调 条 件 ,As 二 0,6: 二 8 
加 ME Rat _ ao MRI Ref 
”2EI 3EI ”EI 2El 


解 出 , Re 一 25( 4 ) ， Ms = 人 Cn ) 


由 平衡 方程 2 下 二 0 和 Ms 一 0 得 到 
人 二 Rs 一 六 
AT MO— Rpt 一 站 


解 出 Re 一 一 和 (+) My 


评注 : 支 座 位 移 在 结构 中 形成 附加 内 力 ,这 在 工程 中 十 分 多 见 , 如 地 基 沉 降 等 。 


【 例 7 了 如 图 6-17 所 示 梁 B 为 贸 链 。 已 知 抗 杰 刚 讼 为 EL,P,i 也 已 知 , 求 D 的 措 度 。( 险 
尔 滨 工 业 大 学 ,2000 年 ) 


NR 


21 7 { 


"Bl]* 


解 ”将 原 结构 的 匀 链 也 解 开 , 视 其 为 悬臂 梁 AB 和 外 伸 当 梁 PD 的 委 加 ,如 图 人-18 所 示 ， 


~g 9 C } 


十 
PF 
Ry 
图 6-18 


由 平衡 条 件 >7A 一 0 得 到 : Rs 一 二 “一 0 一 Ra 一 下 (+ ) 


号 辟 梁 AB 在 Rs 一 了 的 作用 下 ,B 端 产生 的 竖 直 位 移 是 : 
P,Q2D’ _ gp 


lp EI 3ET 《1) 
如 图 6-19 所 示 , 由 于 B 端的 竖 直 位 称 在 DD 点 产生 的 挠 度 是 : 
A 3 
A 一 As 一 3FI Cy) 
-一 一 一 AB Cc D 
各 B 


6-19 
外 伸 梁 BD 在 力 焉 作用 下 的 变形 可 以 分 解 成 两 部 分 的 和 要 加 如 图 6-20 所 示 : 


|， 


B Cc 
号 已 
| 
B 5 
条 


图 6-20 


简 支 梁 BC 在 力 偶 Pl 作用 下 ,C 点 产生 的 转角 是 : 人 一 全 一 人 (22) 


2 


二 四 了 


由 CC 点 转角 在 D 点 产生 的 位 务 是 : Am 一 & .一 下 C4) 


3El 
其 辟 梁 CD 在 集中 力 作用 下 的 位 移 是 ; Avs 一 C4) 
' _ 8Pi PB PS _ 10Pl 
所 以 点 的 位 移 是 : Ab 一 An 十 Ane 十 Am 3 + sE1 + aEi ™ 3El Cy) 
评注 :本 期 还 可 以 用 积分 的 方法 解答 ,但 不 及 “ 彼 加 法 ”方便 、 直 驶 。 对 于 应 试 而 言 ,笔者 更 
倾向 “ 答 加 法 ”。 


【 例 8】 如 图 6-21 所 示 , 设 梁 上 受到 均 布 切 向 荷载 ,其 集 度 是 9, 梁 的 截面 是 矩形 ,弹性 模 
量 为 玉 , 试 求 A 点 的 稚 直 位 移 和 水 平 位 移 。( 武 汉 大 学 ,2001 年 ) 


-21 
和 解 ”( 方 法 一 》 
在 入 点 加 一 竖 向 单位 力 ,如 图 6-22 所 示 。 任 意 截 面 z 处 的 载荷 . 竖 向 单位 力 的 弯 答 方程 
种 轴 力 方程 分 别 是 ， 


上 一 一 9 全 Pa 一 一 


图 有 -22 
于 是 ,由 莫 尔 积分 ,得 到 A 点 季 直 位 移 


为 一 二 . ee MoDdz+ 直 [NWN Ca) dz 


1 3 
= 击 *| gq EE) (zx) dr = 2 一 Easy) 


同 理 ,在 A 名 四 向 加 单位 。 和 性 意 截 面 x 人 外 的 载荷 ,水 平 单位 力 的 弯 秆 方程 和 轴 力 分 别 晨 ， 
| 上 =-a 二 zx 人 
JE 一 日 全 
于 是 ,A 点 的 轴 向 位 移 是 ， 
3 二 击 * | Mowoczdz 十 京 {NG .NGzax 


No (Cx) 一 1 


1 A, 1 和 | 本 时 和 一 一 "1 1 
= 二 .| gdr 十 二 | aa zl.dzr 二 二 吸 志 十 


83。 


~ 3 | a 一 gr > 
2FEmh 2Fmh Eh 


《方法 二 ) 

如 图 6-23 所 示 ,任意 截面 x 处 的 轴 力 和 弯 第 是 ， 
Nir) = qr 

{me 一 一 多 ,x 


图 6-23 
由 抄 曲 线 的 近似 微分 方程 ,有 ; EIW 二 M(xz) = 对 .> 


2 
积分 得 到 梁 的 转角 和 挠 度 方 程 是 ， 


由 边界 条 件 :z 一 工时 ,太一 0yz 一 上 时 ,7 一 0。 
得 到 , C 一 十 本 ,Cs 一 对 

那么 对 于 A 点 , 即 z 一 0, 有 

[es -一 委 L(y) 


El 6ElL 
_ O_o 

lo VaT EY a1‘) 
由 于 轴 向 拉 伸 引起 的 A 点 的 水 平 位 移 是 : Aw = | Se ,dz= | 
由 于 硒 曲 引起 的 A 点 水 平 位 移 是 , Aw 一 内 + 二 一 一 名 二 (一 ) 

_ mm 2 272 
所 以 ,入 点 的 水 平 位 移 是 : As 一 An 十 Anz 一 一 各 二 
人 点 垂直 位 移 是 : VA 一 一 人 条 Cy ) 
其 中 A= 所 ,1 一 十 史 * 代 人 上 述 结果 ， 

A = 娃 所 一 一 相生 一 = 一 各。( 负 号 表示 水 平 向 左 ) 


,1 3 
8+E ]5 的 


3 3 
Va 一 一 一 人 一 = Es (方向 向 下 ) 
6E , 击 品 : 


全 二 = 


评注 : 莫 尔 积分 作为 一 种 能 量 方法 ,来 之 于 功 的 互 等 定理 ,在 求解 结构 位 移 时 ,是 一 种 十 分 
有 效 的 方法 ,读者 要 熟练 掌握 。 


〖 例 9] 如 图 6- 24 所 示 两 若 辟 梁 AB.CD 经 杆 CB 连 接 。 已 知 二 梁 的 惯性 什 均 是 1, 杆 的 横 截 面积 
为 和 , 且 三 者 材料 相同 。 若 工 A,g、a 为 已 知 , 试 求 杆 CB 的 内 力 。( 吉 林 大 学 ,2000 年 ) 


各 B 


6-24 
解 ” 对 于 一 次 超 静 定 结构 ,解除 杆 BC 的 约束 , 代 之 以 力 RE 如 图 6-25 所 示 ， 


图 6-25 
悬 辟 粱 AB 在 均 布 载荷 4 的 作用 下 , 己 点 找 度 是 : Am 一 2 一 2 (二 ) 


县 辟 梁 AB 上 电 点 拨 度 是 , As = An 一 Am 一 208 一 SRae-(Y) 


全 


县 避 梁 CD 上 C 点 挠 度 是 ,Ac 一 Kee ( 1) 


而 由 变形 协调 知 ; Ap 一 Ac 一 Alrc 


且 由 物理 条 件 : Als 一 Rs 2 


2gqgrAra 
联 全 中 回回 四 式 解 出 ,RE 一 TT A 《拉力 ) 


名 的 的 


“95. 


评注 :这 是 一 道 基础 题 , 抓 住 变形 协调 条 件 As 一 As 二 Alt ,问题 便 一 上 且 了 然 。 
【 例 10】 材料 相同 ,宽度 相同 ,厚度 分 别 为 加 和 hs 的 两 块 板 登 合 (无 摩 掠 ) 在 一 起 的 简 支 梁 , 承 
受 均 布 载荷 g, 如 图 6- 26 所 示 。 试 求 该 梁 中 点 的 挠 度 交 。({ 上 海 变通 大 学 ,2001 年 ) 


7 了 
| 
所 
A B .2 
x 
° le 一 | 
hk 一 | 


图 8-26 


解 ” 两 深 之 间 无 摩擦 ,因此 会 产生 错 动 。 深 整体 横 截面 的 平面 假设 不 成 立 。 而 上 、 下 板 自 
满足 平面 假设 ,各 自 有 自己 的 中 性 层 ， 
假定 上 ,下 梁 的 中 性 层 曲率 半径 相同 , 贴 
1 M(x) _ Ms tx) OD 
DLA) Fl EL 

其 中 ,Ll 是 各 板 对 自己 中 性 轴 的 惯性 矩 。 静 力 条 件 给 出 

M(x) + M(x) = M(x) 一 言 QL 区 一 去 gz? ©® 
由 中 他 两 式 解 出 


_ El 
Mi (7) 一 ETT EL 


上 上 > 上 
El 十 了 :了 


™ 四 由 站 El; » 
由 挠 曲线 近似 微分 方程 : Ely 一 M 一 Ey + El Mx) (i = 1,2) 


知 上 下 梁 的 找 曲 线 相同 , 即 ; Y 一 ys 一 [和 芝 


利用 简 支 梁 受 均 布 载 闪 时 中 点 的 拨 度 公式 : y. 一 有 一 37; 

评注 ,三 合 梁 的 变形 相当 于 抗 杰 刚 度 为 各 板 的 抗 奇 刚度 之 和 的 单一 梁 变 形 。 

【 例 11】 一 畴 并 梁 , 其 一 端 相对 另 一 端 沿 模 身 移动 了 距离 A( 图 6-27(a)), 试 求 梁 的 反 力 。 
(北京 大 学 ) 


1 和 下 £ 扩 一 
| : 


Cay rhb) Ce) 
图 6-27 
解 解法 一 :(1) 支 座 B 为 多 余 约 东 , 取 静 定 系统 如 图 6-27(b) ,比较 静 定 系统 与 原 深 的 变 
形 , 由 变形 协调 条 件 ,wp 一 A,8s 一 0, 用 炙 加 法 求 出 wp 和 入 , 得 补充 方程 


总 日 


* Mtr) 


Ms {2 一 * Mz) 


Msl Rot __ 
2F1 3ET 


Mel Rap 
El 2El 
oA 


联 立 求解 ,得 :Re 一 和 A(Y) M, 一 
由 静 定 平衡 方程 

2 Ma = 

解法 二 ;本题 是 对 称 结构 产生 了 反对 称 的 变形 ,显然 ,对 称 截 面 C 处 的 挠 度 u. 一 十 A 理 在 

对 称 截面 C 处 只 有 剪 力 Q ,这 矩 等 于 零 。 从 对 称 截 面 C 处 截 开 , 取 AC 段 为 研究 对 象 , 受 力 如 


图 6-26(c} 所 示 。 
cc( 却 ) 
2 = 全 -8A 


由 AC 有 段 的 平衡 条 忻 可 得 ;Rs 一 QQ 二 
_ 1 _ 6EIA 
Ma 一 Qe 也 二 六 (fF) 


由 全 梁 的 平衡 条 件 , 得 
Ra 一 Re — RACY) Me——M+Rt = A) 


第 三 节 习 题 


一 .填空 题 
1. 简 支 梁 如 图 6-28 所 示 , 支 座 B 为 弹簧 支撑 , 弹簧 刚 度 是 上 。 当 用 积分 法 求 梁 的 位 移 时 


确定 积分 常数 的 支撑 条 件 是 、 :连续 条 件 是 
rr 


图 6-28 
2. 已 知 如 图 6-29 所 示 的 梁 在 m 单独 作用 下 ,C 截面 的 找 度 为 3mmC y ), 则 在 疡 单独 作用 


下 卫 鹤 面 的 转角 为 转向 为 。 
87 > 


P=-2kN 


m=l1 kN-m 
图 6-29 
3. 两 根 材 料 相同 的 棱柱 形 梁 , 几 何 相 似 , 第 二 根 杆 的 尺寸 是 第 一 根 杆 的 倍 ,两 根 洪 的 支 


卒 相同 , 旦 承 爱 的 荷载 仅 为 自重 ,两 根 梁 的 相应 挠 度 的 比值 是 。( 午 庆 大 学 ,2093 年 ) 
4. 两 根 梁 尺寸 , 受 力 和 支撑 完全 相同 ,但 材料 不 同 ,弹性 模 量 分 别 是 瑟 和 EE ; 量 B 二 7 了 EE， 
则 两 根深 的 拨 度 之 比 /fz 是 。( 长 安 大 学 ,2001 年 ) 


5. 若 已 知 某 直 梁 的 抗 弯 截面 刚度 为 常数 , 挠 曲线 的 方程 为 w(xz) 一 cx' , 则 该 粱 在 z 一 0 处 
的 约 东 和 梁 上 载荷 情况 分 别 是  __。 
6. 应 用 枉 加 了 原理 求 位 移 时 应 满足 的 条 件 是 ， 


二 ,选择 题 
1, 已 知 边 长 为 a 的 正方 形 截面 对 zi 轴 的 惯性 矩 为 工 , 对 形 心 轴 zc 的 惯性 矩 为 kg, 则 六 轴 
与 zc 办 的 虑 离 < 为 ” ， 


A, 1 一 下 B, Yuh CC, th D, Li 二 


2 如 图 6-30 所 示 , 悬 臂 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EL, 在 其 下 面 为 一 半径 为 人 的 圆柱 面 。 若 使 梁 弯 
蔓 变 形 后 恰好 和 田 柱 面 贴 合 , 但 无 接触 压力 , 则 洪 上 所 受 的 荷载 为 。 


图 6-30 图 31 
A. 在 全 梁 加 竖 直 向 下 的 均 布 荷载 9 一 二 


B. 在 自由 端 加 竖 直 向 下 的 集中 力 P = 总 
C. 在 自由 端 加 需 时 针 转 向 的 力 偶 矩 M 一 办 


D. 存 自 出 端 加 着 时 针 转 向 的 力 偶 矩 M = 到 


El 
3, 次 的 挠 度 是 。 
A. 横 截 面 上 任 一 点 沿 梁 轴 垂 直方 向 的 线 位 移 
B. 横 和 截面 形 心 沿 深 轴 垂直 方向 的 线 位 移 
C. 模 截 面 形 心 沿 梁 轴 方 向 的 线 位 移 
D, 横 截 面 形 心 的 位 移 
4, 梁 找 曲线 近似 微 积分 方程 w 一 M(x)/EI ,I 在 条 件 下 成 立 。 
&a. 梁 的 变形 属 小 变形 B. 材料 服从 胡 克 定律 


:Re. 


C. 挠 向 线 在 zoy 面 内 D. 同时 满足 A,B.C 
5. 在 利用 积分 法 计算 梁 位 称 时 ,待定 的 积分 常数 主要 反映 了 t  )。 
A. 剪 力 对 梁 变 形 的 影响 B. 对 近似 微分 方程 误差 的 修正 
C, 文 撑 情况 对 梁 变 形 的 影响 D. 染 截 面 形 心 轴 向 位 称 对 梁 变 形 的 影响 
6. 若 两 根 梁 的 长 度 工 . 抗 弯 截 面 刚 度 EI 及 弯曲 内 力图 均 相 等 , 则 在 相同 的 坐标 系 中 梁 
的 


a i 
AA, 搁 度 方程 wkz) 一 定 相同 ,曲率 方程 1/o(x) 不 一 定 相 同 
B, w(x) 不 一 定 相同 , 1/p(x) 一 定 相同 
C, wz) 和 17pCz) 均 相 同 
D. w(xz) 和 1/p(z) 均 不 一 定 相 同 
7. 已 知 等 裁 面 直 梁 在 其 一 段 上 的 挠 曲线 方程 为 wkz) 一 Ar? (4lr 一 68 一 xz), 则 该 段 染 
上 。 


A. 无 分 布 载荷 作用 B. 有 均 布 载荷 作用 
B. 分 布 裁 荷 是 x 的 一 次 函数 D. 分 布 裁 荷 是 工 的 二 次 函数 
三 、 判 断 亚 


1. 如 图 6-32 所 示 ,悬臂 架 在 也 处 有 集中 力作 用 , 则 AB,BC 都 产生 了 位 移 , 同 时 AB,BC 也 
都 发 生 了 变形 。(! } 


图 6-32 
2. 梁 转 骨 是 模 截 面 绕 中 性 轴 转 过 的 首位 移 。(  ) 
3. 等 截面 直 梁 在 弯曲 变形 时 , 挠 曲线 曲率 在 最 大 音 矩 处 一 定 最 大 .5  ) 
4， 弯 拭 为 零 的 裁 面 由 率 必 为 零 。( ) 


1. 如 图 6-33 所 示 ,总 长 度 为 , 抗 弯 刚度 为 EI 的 悬臂 梁 AB 承受 分 布 载荷 9, 试 用 能 量 法 
求 截 面 B 的 挠 度 和 转角 。 


4 
NE: 
-| 
人 
图 6-33 
2. 宽度 为 5, 高 度 为 的 人 第 形 截 面 深 , 受 力 如 图 6-34 所 示 , 试 求 B 点 和 C 点 的 水 平 位 移 。 


“B09 


9 FE 短 C 
总 B Wk E $b 
| 了 
-34 
3, 柴 形 等 直 悬 臂 梁 AB 如 图 6-35 所 示 , 在 集中 力 PP 作用 下 浏 得 C 截面 上 ,下 边 绿 的 纵向 
应 变 为 s, 试 求 B 端 挠 度 的 表达 式 。 


6-35 
4. 如 图 6-36 所 示 中 两 根 梁 的 EI 相同 , 且 等 于 常量 。 两 梁 由 贸 链 相互 连接 。 试 求 P 力作 


用 点 卫 的 位 移 。 
| 
D 
图 6-36 


5. 如 图 6-37 所 示 的 简 支 梁 , 上 .下 两 层 材 料 相 同 , 若 两 层 间 的 摩擦 力 和 忽略 不 计 , 当 梁 承受 
均 句 载荷 9 时 , 试 求 两 层 中 最 大 正 应 力 的 比值。 


NON 


2 


A 


图 6-37 
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第 7 章 应 力 和 应 变 分 析 强度 理论 


知识 要 点 


本 章 主 要 介绍 了 应 力 和 应 变 分 析 以 及 强度 理论 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 
内 容 包 括 ，: 

(1) 平面 应 力 状 态 分 析 一 一 解析 法 与 图 解法 ，; 

(2) 三 疝 应 力 状态 ; 

(3) 位 移 与 应 变 分 量 ; 

(4) 平面 应 变 状态 分 析 ; 

《5) 广 让 胡 交 定律 ; 

C6) 复杂 应 力 状 态 的 变形 比 能 ， 

《7) 四 种 常用 强度 理论 及 莫 尔 强度 理论 。 


第 一 节 “本章 内 容 总 结 


1. 平面 应 力 状态 分 析 一 一 和 解析 法 


两 个 主 应 力 不 等 于 零 者 称 为 平面 应 力 状态 ,图 7-1a 所 示 为 单元 体 平面 应 力 状态 的 一 般 情 
癌 ,任意 任 截 面 上 的 应 力 ( 如 图 7-lb.c) 可 表示 为 ， 


”图 ?7-1 


Ee 5 一 可 ， 
Sx 一 一 十 人 人 cos Tosin2a 


cx 一 cy ， 
Ts 一 一 一 7 sin2a 十 Tecos2a 


主 应 力 和 主 方位 角 ， 
ax 


主 平面 方位 角 :tan2w, 一 一 -2 


gx dy 
z 面 上 正 应 力 是 稚 , 说 明 对 于 平面 应 力 状 态 有 一 个 主 应 力 是 零 , 另 外 还 有 两 个 主 应 力 就 是 
9] 。 


上 式 表 示 的 mm 和 ow。 用 oi ,os 和 os 表示 三 个 主 应 力 ,并 规定 按 其 代数 值 ,最 大 者 是 ;最 小 
者 是 o;, 即 2 守 62 完 ; 。 
切 应 力 的 极 值 , 称 为 主 切 应 力 ; 


n/c 
Tmin 
主 切 应 力 所 在 的 面 称 为 主 切 平面 , 主 切 平面 的 方位 角 为 ; 


加 x 一 他 
tana! 一 oe 
wy 


主 切 应 力 等 于 主 应 力 之 差 的 一 半 : 


ni 于 (om — gn) 


Tmin 


2. 平面 应 力 状 态 分 析 一 一 图 解法 


应 力图 图解 如 图 7-2 所 示 ,应 力 贺 与 单元 体 的 对 应 关系 为 : 

《1 点 面 对 应 :应 力 圆 上 某 一 点 的 坐标 值 ,分别 对 应 着 单元 体 上 某 一 方位 面 上 的 正 应 力 与 切 
应 力 ; 

(2) 转 向 对 应 :应 力 贺 半径 旋转 时 ;单元 体 上 的 坐标 轴 应 沿 相同 转 向 旋转 ;二 倍 角 对 应 :应 力 
圆 上 的 角度 是 相应 单元 体 上 角度 的 2 倍 ，; 

(3) 应 力 符号 对 应 :单元 体 上 正 号 正 应 力 ,在 诺 力 加 上 位 于 纵 坐 标 轴 的 右 方 ,反之 位 于 左 方 ， 
使 单元 体 有 逆 时 针 旋 转 趋势 的 切 应 力 ,在 应 力 贺 上 位 于 神华 标 轴 的 下 方 ,反之 位 于 上 方 。 


图 7-2 . 


3. 三 回应 力 状态 分 析 


三 个 主 应 力 都 不 等 于 零 者 为 三 向 应 力 状态 ,任意 斜 截面 上 的 应 力 ， 
on — oxf + osm + on + 2rwbn 十 2rrp2t ron 
m= Vp — Vp ip + pe —o 
其 中 , 斜 截 面 外 法 线 方 位 间 的 方向 余弦 分 别 用 上 .ma 和 = 来 表示 。 主 应 力 和 主 方向 ， 
四 一 Tc 十 cc 一 一 0 

上 式 的 系数 工 、I ,J 均 不 变 , 分 别称 为 一 点 应 力 状态 的 第 一 .第 二 .第 三 不 变量 。 解 以 上 特 
征 方程 式 可 得 三 个 实 根 , 称 为 特征 值 , 即 三 个 主 应 力 a .oz .os 。 再 由 这 三 个 主 应 力 冤 易 得 到 三 
2+ 


个 主 方向 的 方向 余弦 (好 PU A PO a Re YA ms ,ns )。 
4. 平面 应 变 状 态 分 析 


任意 斜 截面 上 的 应 变 ， 
ee 二 宇和 cosae 一 学 sin2o 
Er éy,; Yy 
2 5 sin2a 十 2 COSs2m 
主 应 变 和 主 方向 : 
Emox | Er 十 E J Ex 一 此 Yo 
Vs) +( 党 ) 
tam2a。 一 人 
x 了 


切 应 变 的 极 值 , 称 为 主 切 应 变 ， 
Yar = Ver — ey) yy 
主 屿 应 力 所 在 的 面 称 为 主 切 平面 , 主 切 平面 的 方位 着 为 ， 


Er EE 
amn2a， = * 一 一 上 
Yyy 


5. 平面 应 变 状态 分 析 一 图 解法 

类 似 于 平面 应 力 状 态 图 解 分 析 方 法 ,会 得 到 应 变 圆 方程 ， 
(ex 十 (学 》 = 和 十 (学 

作 图 时 以 横 坐 标 表示 线 应 变 , 纵 坐标 表示 切 应 变 的 一 分 之 一 。 

6. 各 向 同性 材料 的 广义 胡 克 定律 


Loe:—ploy tas) ] 


Ex 


王 


一 二 
E 

s 一 二 [om 一 we 十 co] 
一 工 
E 


[oe,— toy tos) 


上 Ez 一 
人 


Te 
Yax 一 G 


车 微 元 体 的 三 个 主 应 力 已 知 时 ,其 应 力 ( 应 变 关系 可 写成 ， 


人 


El = 二 [a — pos 十 ga) ] 


es 一 十 [os 一 pCos 十 a ) 


Es = 去 [es 一 AKCeol tos } | 


式 中 ,ez 8 分 别 为 沿 主 应 力 方向 的 线 应 变 。 由 于 主 应 力 单元 体 在 三 个 坐标 平面 内 的 切 
应 变 等 于 零 , 改 主 应 力 方向 的 线 应 变 称 为 主 应 变 。 


7， 变形 比 能 


储存 在 单元 体内 的 变形 能 一 般 亦 称 应 变 能 。 单 位 体积 中 积蓄 的 应 变 能 称 为 应 变 比 能 或 应 
变 能 密度 。 : 


单 向 应 力 状 态 下 的 应 变 能 : e 一 加 一 二 cees 


纯 切 应 力 状态 下 的 应 变 能 : e 一 知 一 二 raym 一 二 rey 
空间 应 力 状态 下 的 应 变 能 等 于 各 应 力 分 量 分 别 在 自己 方向 的 应 变 上 所 做 功 的 代数 和 
一 击 (ae 十 caes 十 oaes) 
总 应 变 比 能 。 等 于 体积 应 变 比 能 e, 和 形状 应 变 比 能 er 的 总 和 。 体 积 应 变 比 能 等 于 三 个 坐 
标 轴 方 向 的 平均 应 力 cu 在 自己 方向 的 应 变 es 上 所 做 功 的 代数 和 , 即 


一 3 工 
eu 一 3 引 2 en | 


应 用 体积 应 变 胡 克 定 律 式 得 到 ， 
2, = 僵 一 二 《中 二 十 本 ?2 一 te 二 gr 二 ogy: 


于 是 ,形状 应 变 比 能 ， 
ef = ee, 一 Co 十 型 十 中 — 2p(0102 二 gods + qsg1) | 


1 (on | 2 | ov) 


一 十 品 十 号 oF 00) 


= Tos)+ Co —os )? 二 (gao) | 


8. 强度 理论 


第 一 强度 理论 : 即 最 大 拉 应 力 理 论 , 把 材料 脆 断 失效 的 主要 原因 归结 为 最 大 拉 应 力 。 最 大 
拉 应 力 达 到 材料 单 向 拉 伸 脆 断 时 的 极限 拉 应 力 值 ( 即 强 度 极限 ) ,材料 就 发 生 脆 断 失效 . 
实验 表明 ,脆性 材料 在 平面 或 三 向 拉 伸 断裂 时 ,该 理论 与 实验 结果 相当 吻合 。 当 存在 压 应 
力 , 著 材料 仍 发 生 腾 性 拉 断 失效 时 ,与 实验 结果 也 接近 ;但 车 发 生前 断 时 ,该 理论 与 实验 结果 不 
符合 。 材 料 脆 断 失 效 的 判 据 是 : 
Cl Hs 一 Th 


94 。 


其 中 0o 为 最 大 拉 应 力 
中 为 强度 极限 ; 
or 单 同 拉 伸 最 大 应 力 值 。 
第 二 强度 理论 : 即 最 大 拉 应 变 理 论 ,把 材料 脆 断 失效 的 主要 原因 归结 为 最 大 拉 应 变 。 认 为 
无 论 材料 处 于 何 种 应 力 状态 ,只 要 最 大 拉 应 变 达 到 材料 单 向 拉 伸 脆 断 时 的 极限 拉 应 变 值 ,材料 
就 发 后 脆 断 失效 。 
实验 证 明 ; 腾 性 材料 在 双 问 拉 钙 一 压缩 应 力 状态 下 , 且 压 应 力 值 大 于 拉 应 力 值 时 ,该 理论 与 
EN 
一 Atas 十 号) 一 加 
第 三 = 强度 理论 : 即 最 大 切 应 力 理论 ,把 材料 局 眼 失 效 的 主要 原因 归结 为 最 大 切 应 出 力 。 认 为 
无 论 材料 处 于 何 种 应 力 状态 ,只 要 最 大 姥 应 力 达 到 材料 单 向 拉 伸 届 服 时 的 极限 最 大 切 应 力 值 ， 
材料 就 发 生 届 服 和 失效。 材料 屈服 失效 的 判 据 为 : 
ga = 00 = 0 
第 四 强度 理论 : 即 形变 应 变 能 理论 ,把 材料 届 服 失效 的 主要 原因 归结 为 形变 应 变 能 。 认 为 
无 论 材 料 处 于 何 种 应 力 状态 ,只 要 形变 应 变 能 达到 材料 单 癌 拉 伸 届 服 时 的 极限 形变 应 变 能 , 材 
料 就 发 生 届 服 和 失效。 材料 届 服 失效 的 判 据 变 为 ， 


og = [Co 一 oo (gs — 6) + (os —a)] = 


第 二 位 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


(1) 已 知 平 面 应 力 状态 , 求 余 裁 面 上 应力, 主 应 力主 平面 , 主 切 应 力 及 主 切 平面 ; 

(2) 用 图 解法 求解 平面 应 力 状 态 ; 

3) 用 解析 方法 求 出 平面 应 变 状 态 的 主 应 变 及 主 应 变 方向 ,用 应 变 贺 求 出 最 大 切 应 变 及 其 方向 ; 

4) 已 知 点 的 各 应 变 分 量 求 该 点 的 应 力 状态 ; 

《5) 利 用 各 强度 理论 对 构件 进行 强度 校 核 ; 

《6 应变 比 能 的 概念 考察 以 及 相关 计算 。 

《 例 1 二 向 应 力 状 态 的 单元 体 如 图 7-3 所 示 , 已 知 ms 一 75MPa,rs 一 25MPa, 求 主 应 力 。 
《上 海 交 通 大 学 ,2002 年 ) 可 


1 ge 


9G. 


解 (方法 一 》 
由 斜 截面 上 的 应 力 公式 有 ， 


gas 一 守 二 生 人 » [cosC2 Xx 45°)]— rw * [sin。(2 xX 45°)] 


= 人 十 竺 时。 cos90" 一 0 ,sin90° 


— 3 = 75MPa 9 


rs — a [sin(2 X 45°)]+ rw » [eosC? x 45°)] 


一 出 下 


*。 Sing0 0， cos90° 


一 对 -一生 a 一 25MPa 人 


联合 由 四 解 出 四 一 100MPa,m 一 50MPa 
《 方 潜 二 ) 对 于 图 示 应 力 状态 , 作 应 力图 如 图 7-4 所 示 ， 


下 


(735，23) 


mm ot z 


图 ?-4 

从 图 中 风 容 易 得 到 二 75 十 25 二 100MPa,a; 一 75 一 25 二 50NMIPa 

评注 ,应 力 圆 在 求解 应 力 问题 时 ,直观 .方便 ,读者 应 熟练 掌握 这 个 有 效 的 工具 。 对 于 斜 截 
面 上 的 应 力 公式 ,也 要 熟 记 在 心 。 

《人 鲍 2 受 力 杆 件 边 缘 上 上 某 点 处 于 平面 应 力 状态 ,过 该 点 处 的 三 个 平面 上 的 应 力 情 况 如 图 
7-5 所 示 ,AB 为 自由 面 。 求 r,, 并 求 出 该 点 处 的 主 应 力 及 主 平面 位 置 。( 河 海 大 学 ,2002 年 ) 


点 
pe 
BA tT 


15MPa 
图 了 -5 
解 ” 在 自由 面 AB 上 , 正 应 力 ce 一 0, 由 和 尾 意 斜 截面 上 应 力 公式 有 ， 
os 一 里 六 十 空 3 “ [cos(— 45° X 2)]— rt * [sin(— 45° x 2)] 


一 一 15 十 0 十 r 一 0 
rx 一 5MPa 
主 应 力 大 小 是 ， 


时 
a 一 空地 (2) -二 15 十 15 二 人 0 


一 和 (32) + = 15 一 15 =— 30(MPa) 
由 主 平面 位 置 公式 ， 


tan{2eo) 一 


— 2r. 


一 十 全 2 一 十 90” :县 an 二 年 45" 


其 中 ,45 方向 对 应 于 主 应 力 加 一 30MPa， -45 方向 对 应 于 主 应 力 a1 二 0。 
评注 :在 平面 应 力 状 态 时 , 主 应 力 通 常 是 指 面 内 的 主 应 力 上 加, 而 不 包括 垂直 于 该 面 的 零 
主 应 力 。 


【 例 3 了 受 力 体 某 点 两 平面 上 的 应 力 状态 如 图 7-6 所 示 , 求 其 主 应 力 大 小 。( 东 北大 学 ， 
2001 年 ) 


图 ?7-6 
解 ”建立 如 图 7-6 所 示 的 xoy 坐标 系 , 则 有 ， 


他 = 100MPa 
一 一 20MPa 
画 OA 和 > 轴 成 一 30 角 ,由 抽 截 面 上 的 正 应 力 公式 ， 


ga0" 一 人 + ss * [cos(— 30° X21]— zy * Lsin(— 30° X21= 0 


dx + 100 — 100 
即 7 2 2 


十 至 一 一 ~-，[cos( 一 605] 十 20 。[sin( 一 609]= 40 


解 出 5s. = 32, 32MPa 
由 主 应 力 公 式 


— 2 
a 一 空 序 空 十 ( 们 5 全 ) 十 蕊 ; 一 105MPa 


一 (3+ = 27MPa 


评注 :利用 一 忆 知 全 入 末 上 的 正 应 总 力 分 量 获 得 平面 应 力 状 态 的 三 个 应 力 分 量 , 只 要 能 热 记 
斜 截 面 上 的 应 力 公式 ,本 题 使 十 分 简单 。 


[ 例 4] 试 求 如 图 7-7 所 示 纯 剪 切 应 力 状 态 旋 转 是 后 各 面 上 的 应 力 分 量 , 并 将 其 标 于 图 


四 了 


7-8 中 。 并 分 别 利用 两 种 关系 :人 7) 图 7-7 纯 剪 切 应 力 状态 和 图 7-8 旋转 旺 后 的 应 力 状 态 应 变 
比 能 相等 ;(2) 图 7-7 中 45* 对 角 线 方向 上 的 应 变 和 图 7-8 情形 下 x 方向 上 的 应 变相 等 ,证 
湖 ,G 一 E/2(1 十 jy) 。( 华 中 科技 术 学 ,2003 年 ) 


I 
E 一 一 B......B 


图 7-7 图 7-8 
解 ”分 析 图 7-?7 所 示 应 力 状 态 ,o; 二 gy 二 0,ztw 王 一 ww ;应 力图 如 图 7-9 所 示 ， 


图 7?-9 
其 中 入 点 代表 顺 时 针 旋 转 45" 方 向 的 应 力 状态 , 即 图 7-8 中 y' 方 向 的 应 力 状 态 ;B 点 代表 
道 时 针 旋 转 45" 方 向 的 应 力 状态 , 即 图 7-8 中 x 方向 的 应 力 状态 。 
那么 ,旋转 45" 后 各 面 上 的 应 力 分 量 如 图 7-8 所 示 ， 
(1) 对 于 图 7-7 纯 前 应 力 状 态 , 其 应 变 比 能 是 ， 


一 yr * 人 一 又 D 
对 于 图 7-8 所 示 应 力 状 态 , 三 个 主 应 力 分 别 是 ， 
节 一 加 
0 To 
据 广 尽 胡 克 定 律 ， 
El = 二" (po) nm 
二 去 (os — pu* ao) =—— ln 
则 其 应 变 比 能 是， 
2 
U = 之 Boe, 一 oe 十 去 ove 一 le “8 9 


比较 四 四 两 式 ,G 一 E7/264 十 有 


1AB'| 一 1ABl |BC| 一 点 .|B8 1 总 .|BD| 


而 + 一 忆 * 所 以 伸 长 量 是 ， 


’ 1 
|IAB’'|— |AB| a 六 |BD| 
则 45" 方 向 线 应 变 是 ， 
Yt 
,ABI-|AB| _ 56 _ 1， 四 
|AB 2. |BD| 2°G 
在 罚 ?7-8 中 ,由 届 ) 问 知道 45 "方向 的 线 应 变 是 ， 
es = = lee 二 


比较 二 和 思 有 G=E/2(1 十) 

评注 :对 于 纯 弹 性 材料 ,只 有 两 个 独立 的 弹性 常数 。 

【 例 51 已 知 构件 表面 一 点 为 平面 应 力 状 态 , 若 用 电阻 法 测定 该 点 的 主 应 力 ,并 采用 45 应变， 
加 期 ?-10 所 示 。 已 知 三 个 方向 的 应 变 为 6 .el .ec 弹性 模 量 和 铂 松 比分 别 为 Es 请 导出 两 个 非 零 
主 应 力 式 。 如 果 5 一 51. 6X10 ,6 一 1]69X107 ,8 一 一 117X10 ,FE 一 110GPayv 一 0.25, 请 确定 该 
点 的 主 应 力 大 小 和 主 方向 。( 武 和 汉 大 学 ,2002 年 


图 7-10 


解 由 题 图 , e, 一 soyey 一 en 
设 前 应 变 是 x ; 则 根据 斜 截 而 航线 应 变 公 式 ,有 ; 


ey 一 ss 一 所 六 全 Fe [cos(2 X 457] 十 尝 ，[sin(2X457] 


解 出 mw 一 2 一 人 ea 十 Eee) 
由 主 应 变 计 算 公 式 ， 


“90. 


由 广义 胡 克 定律 


即 为 平面 应 力 状 态 的 主 应 力 公式 。 
若 6==51. 6X10 ,ep 二 169X10 7,e. 一 一 117X10 ,EE 二 110GPa,p 二 0. 25 ,那么 ， 


Ep 


,= LOX 103 x SL.6X 104 一 117 X 1078 十 110 x 103 
1 1—0,25 2 1 十 0. 25 
V/( 于 6x10 十 117 X 10 ) 十 (9 X10 — Sl. x10 —1il7x wy 
2 2 
= 14. 4(MPa)y 
_ 0 X10 x 51:.6X 104 一 117X104 110 x 10 
0.25 2 1 二 0.25 
\/ (于 8X108 十 117 芭 ray (再 X1045 一 51.6X108 一 117X10 y 
2 2 
=— 24, ] MPa 
由 主 方向 公式 ， 
E: 一 局 一 名 一 117X]104 —5. 6x10 


2u 一 一 67,.2 或 112.8, 即 mm 一 一 33. 人 或 56.4 

其 中 必 三 一 33.6 对 应 计 主 应 力 a3 40 一 56. 4 对 应 于 主 应 力 mn。 

评注 : 剪 应变 ys 是 正 值 ,由 应 力 圆 中 的 几何 关系 ,和 < 方向 成 一 33.6 的 方向 必然 是 主 应 力 
ss 所 在 方向 。 

【 例 6 某 塑 性 材料 构件 内 ,存在 三 点 处 于 平面 应 力 状 态 , 其 单元 体 分 别 如 图 7-1i 中 的 a， 
b,c 所 示 , (o>0) 


“100* 


图 7-11 


(1) 试 分 别 求 其 主 应 力 ,并 说 明 属 于 何 种 简单 的 应 力 状 态 ? 
(2?) 车 按照 最 大 前 应 力 强 度 理 论 , 则 哪 一 点 最 易 届 服 ?“ 淅 江 大 学 ,2000 年 ) 
解 (1) 对 于 图 7-11Ca), 由 主 应 力 计算 公式 


"(3 ) + (3 ) + 


| 


一 (3 + + 


处 于 单 癌 应 力 状 态 (Cal 一 2 as 一 ai 一 0)i 
对 于 图 ?7-11(b) ,由 主 应 力 计 算 公式 


了 一 空 广 上 HAV(e 训 一 二 FF) 一 加 


er 


处 于 纯 前 应 力 状 态 ( 只 = 2a 020 ,0 一 一 V2c ); 
对 于 图 7?-11(e) ,由 主 应 力 计 算 公 式 


3 
和 十 中 FV eax Oy 2 
4 2 2 ) te 


3 
= 二 一 


处 于 单 向 应 力 状态 [a 一 2 #2 一 好 =0} 了 
(2) 对 于 图 7-11(a) ,最 大 前 应 力 是 res 一 于 (ol 一 o) 一 0 


对 于 图 7-11(b) ,最 大 前 应 力 是 re 一 六 (am 一 mi) = vo 


对 于 图 7-11(o) ,最 大 前 应 力 是 ms 一 去 (o 一 os) 一 5 


由 最 大 前 应力 强度 理论 ,图 7-11Cb) 对 应 点 最 易 屈服 。 
评注 :塑性 材料 的 破坏 方式 是 塑性 流动 ,最 大 前 应 力 强 度 理论 是 适用 的 。 
〖 例 7 了 如 图 7-12 所 了 未 两 受 力 微 体 ,其 中 o = 2|+| ,并 设 为 co 已 知 ， 


*101* 


ta) 


图 了 -12 
《1) 求 各 微 体 主 应 力 om year 和 a; 之 值 ; 


(2) 设 两 微 体 材料 相同 ,根据 第 三 强度 理论 判断 哪 种 应 力 状 态 较 危险 ?北京 航空 航天 大 
学 ,2001 年 ) 


解 (1) 对 于 图 7-12(a) 所 示 单 元 体 ,在 平面 yoz 上 ,由 主 应 力 计算 公式 ， 


站 | (3) +e 
-+V($) +($) =! 
m= V (as 二) 十 已 = 二? (SF) Te 
3) -2 

1 


比较 各 主 应 力 太 小 ， 有 a 二 + 5 gm 二 0.,0s 一 5 
对 于 图 7-12(b) 所 示 单 元 体 ,在 平面 上 ,由 主 应 Wai 


一 (| 二 一 2+ (2 ) +z = lcrl= 三 
— 2 — 站 
(人) + 区 (2) -r= |r| = 一 部 


比较 各 主 应 力 大 小 ,有 a 二 ao ,0o; 二 多 ,3 一 一 


十 
Nl 。 


2 

(2) 对 于 图 ?7-12Ca) 所 示 应 力 状态 ,由 第 三 强度 理论 ; ow 一 一 os 一 Y2c 
对 于 图 7-12(b) 所 示 应 力 状态 ,由 第 三 强度 理论 : ce 一 0; 一 os 一 六 
显然 ,图 7-12(b) 所 示 应 力 状态 较 危 险 。 

评注 ,第 三 强度 理论 也 就 是 最 大 剪 应 力 强度 理论 ( rw* 一 “本 )。 


〖 例 8] 菏 壁 圆 简 扭 转 一 拉 他 的 示意 图 如 图 7-13 所 示 。 若 PP 一 20kEN,T 二 600N + m 且 内 
径 4 一 50mm, 厚 度 6 二 2mm; 试 求 


102 


(1)A 点 在 指定 斜 截面 上 的 应 力 。 
《2)A 点 的 主 应 力 的 大 小 和 方向 (用 单元 体 表 示 )( 华 东 理 工大 学 ,2001 年 ) 
了 


图 7-13 
解 《1)A 点 的 轴 向 正 应 力 是 :一 去 一 了 和 2 二 63.7(MPa)( 其 中 A = nud8) 
和 点 的 环 向 前 应 力 是 : 
人 600 1 
z 一 一 一 70. 7CMPa) (其 中 和 二 地 xd) 
Ao 2x3.14X (Ee) x2x10 4 


题 图 所 示 斜 截面 与 轴 向 成 x= 一 一 60 角 , 则 根据 斜 截面 上 的 应 力 方式 ， 


Br 二 5 一 于 , 
二 a + * COS20 — Tyy * SiN2e 


Oe 
td 全 50， (- 上 ) (70.7) 。 二 号 ) 
一 一 45.3(MPay) 

co0 二 Tsin2e 十 rwcos2c 一 Oe . (一 吨 )j+ (一 70.77， (~ 去 ) 
一 了 ,8MPa 


由 主 应 力 计算 公式 ， 


一 2 — O%\: 
4 tt (se) 一 吕 3 上 0 (全 3 十 (70.7)3 = 109, 4MPa 
2 2 2 2 
一 2 — OY 
n ~ to f(s ) 十 = (3 ) 十 (70,7)? 一 一 45.7MPa 


比较 各 主 应 力 大 小 知道 ,mi 一 109. 4MPa,o 一 0MPa,m 王 一 45.7MPa。 


由 主 方 向 公式 ,tan2u 一 二 2 一 二 2 站 70.D -一 222 
Ox — fy 63.7—0 


所 以 2m 二 65.7° 或 245,7°, 即 mo 二 32.9" 或 122. 9 

其 中 ,mo 二 32.9° 对 应 于 主 应 力 gj sao 二 122.9° 对 应 于 主 应 力 0;。 

评注 ;掌握 好 相关 知识 点 ,本题 便 十 分 篇 单 。 读 者 要 注意 前 应 力 正 负 号 的 规定 。 

f 例 9] 试 求 如 图 7-14 所 示 应 力 状 态 的 主 庶 力 , 画 出 主 应 力 单元 体 ( 边 长 为 六, 则 其 对 角 


线 长 度 的 改变 量 Al 及 30" 角 的 改变 量 分 别 是 多 少 ? 《已 知 材料 弹性 模 量 玉 二 200GPa, 泊 松 比 
上 二 0, 3)( 大 连理 工大 学 ,2002 年 ) 


103" 


“| 一 一 4 


A | 


iD 一 一 一 


上 


图 7-14 
解 由 主 应 力 计 算 公式 


四 2 — 2 
(+ 的 一 下 二 (3 ) 十 10 
= 40 十 10 = 50(MPa) 


一 于 二 /人 2] 十 也 一 名 十 旭 - (Fe) 十 10 


= 40—10 = 30(MPa) 


由 主 方向 计算 公式 
* 一 2 210) _ EE 
tan2ao 一 去 一 二 一 10 一 40 士 cc 二 2 一 士 90 
即 侈 0 二 十 45" 


其 中 ,四 一 和 5" 方向 代表 主 应 力 m 所 在 方向 ,om 一 一 45 代表 主 应 力 3 所 在 方向 
元 体 如 图 7-15 所 示 。 


由 广 尽 胡 克 定律 


。 主 应 力 单 


1 _ 一 8 fy 二 


那么 ,对 角 线 长 度 改变 量 是 ， 


一 ve 一 XXX205X10 人 1 一 3 征文 10737 
对 单元 体 的 剪 切 变形 分 析 如 图 7-16， 


04s 


在 前 应 力 rw 作用 下 的 前 应 变 是 : 


y 一 下 一 2t1 ry _ 22X00.3) XC 10 X10 
G E 200 X 108 
一 一 0.13 X 10”《 负 号 表示 直角 增 大 ) 
网 在 图 7-16 中 ， 


CBE = |y|=0.13 X10? 
1HGI= /CBE.: |BH|= 0.13 X10?. |BH| 
|LG|= {HG|: sinl5’ = 0.13 X10° .|BH|. sinl5° 


3 二 看 ] 所 
/HAG 一 7 一 . 0. 13X10 sihnl5 = 0,13x 103 。 gin 15° 
sin15” 
ICEI= CBE .|BCI=0.13X10s。|BCI 
1CF|= |CE|. cos45° = 0.13 X10 |BC|. cos45° 
_ ICF| 0.13X103. |BC|. cos45° 
/CAE = || = [二 


一 0.13X103 .cos:45° 
coDSs45” 

那么 30 角 {CAH) 的 改变 量 是 ， 

-CAE 一 HAG 一 0,13 X10 ?7(cos:45° 一 sin15”) 一 0.56 X107 (角度 减 小 ) 

评注 :本题 中 由 于 两 方向 正三 力 相等 ,对 角度 的 改变 没有 贡献 。 读 者 还 要 注意 前 应 变 的 正 
负 号 规定 ,直角 减 小 为 正 . 增 大 为 负 。 

【 例 103】 如 图 7-17 所 示 一 边 长 为 a 的 正方 体 , 仪 沿 工 方 向 受 力 (gx 隆 0)。 设 材料 为 均 质 各 
向 叶 件 , 试 证 ,在 线 大 人 性 范围 内 , 当 ex 为 拉 应 力 时 ,立方 体 体积 将 增 太 , 当 o; 为 床 应 力 时 ,立方 体 
体积 将 缩小 。{ 大 连理 工大 学 ,2002 年 ) 


证 明 : 由 广义 胡 克 和 定律 


1 了 x 

Ex TE " [ox 一 pbay 十 6s)] 二 管 
1 - wn 
15 一 去 ，[e 一 Ke 十 oo 一 一 “中 
] - 了 x 
s 一 到，[Le lax T o;) 1= 4 中 


那么 对 于 刁 图 所 示 边 长 为 a 的 正 立方 体 ,变形 后 各 边 长 分 别 是 ， 


"105e 


Jy 方向 ,i 二 atl 十 ey) 
之 方向 ,i 二 atl 十 8&1) 
略 去 高 阶 小 量 , 则 变形 后 的 体积 是 ， 
VV=hd b= (tse) (lite) (lis) = etlte te 8) 
体积 应 变 是 ， 


+ 号 3 加 
ev — ys et +e)—a eee—!} Eo 


| 方向 ,到 一 ea 十 cz) 


当 w 为 拉 应 力 , 即 ox>0, 时 ev 一 二 >0, 正 方 体 体积 增 大 ; 
当 & 为 压 应 力 , 即 <<0, 时 ev 一 了 二 了 <0 正方体 体 积 减 小 ; 


评注 :读者 要 掌握 体积 应 力 , 体 积 应 变 以 及 体积 模 量 的 定义 。 其 中 ,体积 应 力 是 ov 一 诗 (o 


十 gy 十 94) ,体积 应 变 是 ev 二 6 十 5) 十 ee ;体积 模 量 是 KK = E/3( 一 2V)， 
〖 例 11] 用 直角 应 变 花 测 得 受 为 构件 表面 口 点 处 的 应 变 值 eo ;ess ,evo ;如 图 7-18 所 示 。 构 件 
弹性 模 量 为 已, 泊 松 比 是 yg。 试 推导 口 点 处 的 应 力 x36; 和 tw 的 公式 。( 复 日 大 学 ,1999 年 ) 


解 ” 由 题 图 ; ex = go egy = Esc 
而 由 斜 截面 的 线 应 变 公 式 ， 


一 | 。 [CC2X457] 一 深 。[sin(2 x 45°)] 


_ &0 十 gyo" Er Eo ， 0 Vy ,i On 
2 | 5 cosg0 2 sing 


_ é0 十 Be yw 
2 2 


从 上 式 中 解 出 Tyr 一 《ep 二 E90 ] 一 Zeas 
申 广 义 胡 克 定 律 得 到 ， 


E 
1—p 


or 一 


E 
" (ex 十 Vey) 一 I "(Eo 十 pu ego ) 


dy 一 TE “sy 十 WE) = I * {gor 二 peo) 


ray G+* Ysy 一 Zt = [2e45° 一 【so 十 sen) | 
评注 :采用 直角 应 变 花 测量 一 点 应 力 状 态 的 实验 方法 ,读者 要 掌握 好 。 
"O06 


〖 例 12] 如 图 7-19 所 示 单 元 体 , 已 知 方向 的 正 应 力 e 和 材料 弹性 常数 百 ,w。 试 证 明 与 
工 方 向 成 a 角度 上 的 应 变 是 s。 = etceos: 一 psinz) 。( 南 京 航空 航天 大 学 ,2000 年 ) 


图 7-19 
解 ” 利 用 广义 胡 克 定律 


* (gr 一 Acy) 一 下 一 有 


由 斜 截面 上 的 线 应 变 公式 ,有 : 


Es 一 二 * cos2u — 着 » SN2e 


2 
EE Ww | Etie 
= 7 十 了 coOs2e 


(11 CoS2e 一 闫 十 Acos2a) 


一 襄 (2cosa 一 *。 2sin2e) 


一 gfceosze 一 rsinza) 
评注 :本 晤 是 一 道 某 本 概念 题 ,掌握 斜 截 面 上 的 线 应 变 公式 便 可 ， 
〖 例 13] 一 个 薄 的 算 形 钢板 承受 均 布 应 力 m 和 5s 作用 ,如 图 7-20 所 示 。 在 x 和 方向 
分 别 有 应 变 片 A 和 B 贴 在 板 上 ,应 变 片 读数 给 出 正 应 变 z, 一 480X10 飞 和 ey 二 130X107, 设 让 
二 200GPa,p 一 0. 30; 求 应 力 os: 和 a,。( 北 京 太 学 ,2000 年 ) 


E _ 200Xx10 . 本 本 
1 Cart vey) = T0307 * (480° 10 十 0.30X130X105)》 — 114(MPa) 


dx 一 


解 ” 由 广义 硼 克 定 律 得 到 ， 


"07s 


E _ 200X10 ， _ a 
这 到: (十 pe = Te 307 (0130X10 5 十 0.30 xX 480 X 107 = 60CMPa) 
评注 :读者 不 仅 要 记 住 广义 胡 克 定律 的 公式 ,还 应 记 住 其 逆 关 系 的 公式 , 即 : 


m= Es (etpey) vo — TE (et ee) 
一 上 上 


人 一 


【 例 143 如 图 7-21 所 示 贺 杆 ,d 二 200mm, 了 P= 二 200xkN,E 二 200X10;MPa, y= 二 0. 3,[o] 一 


170MPa ,扭矩 mx 为 未 知 , 在 杆 表 面 上 KK 点 处 45: 二 一 3X10 1, 请 用 第 四 强度 理论 校 核 该 点 强 
度 。( 武 汉 大 学 ,2001 年 ) 


图 7-21 


解 K 点 处 由 于 轴 向 拉力 PP 所 形成 的 正 应 力 是 ， 


3 
5 一 和 一 一 一 酉 200r 闪 一 20X100Pa) = 20MPa 


本 HX™X 《200 x 19073732 


由 于 扭 知 六 所 形成 的 前 应 力 是 , rz 一 克 : 一 一 


在 开 点 取 单 元 体 进 行 分 析 如 图 7-22 所 未 ， 


一 一 一 
图 7-22 

由 广 闵 胡 克 定 律 ， 

一 工 。 -一 5 2 如 —4 
EE 0xIm™ 1 

ey 一 让" C0 一 po) 一 一 03X5 ig 一 0.3X107 
本 2+tw er 2Xx(+o03rz_ 2.6r ll 
二 E 200 XI X10 ~ OKI 一 下 3 类 地 


由 斜 截面 上 的 线 应 变 公式， 


es 一 至 往生 十 生字 名 , [cos(2X 459] 一 闪 


[sinC2 X 45°)] 


11 
_1r 3x 10 10 士 03X10 . cos90 — , sin —— 3 Xx 107 


解 出 z= 51,5 Xx 10'(Pa) 二 51. 5(MPa) 
“08: 


由 第 四 强度 理论 ， 

on 一 Ver = v20 F351, = 91. 4(MPay < 一 [o] 王 170MPa 
所 以 该 点 是 安全 的 。 
评注 :第 四 强度 理论 即 形状 改变 比 能 理论 ,公式 为 


au 一 FL do) 十 (gs Ga) 十 (ao 一 oy): | [e| 


【 例 15】 如 图 7-23 所 示 同 一 材料 的 两 个 单元 体 。 材 料 的 屈服 极限 o, 二 2?75MPa。 试 根据 
第 三 强度 理论 求 两 个 单元 体 局 时 进 人 屈服 极限 时 拉 应 力 o 与 前 应 力 + 的 值 。( 设 o 汪 rz) ( 河 海 大 
学 ,2000 年 ) 


(a) 


图 7-23 
解 ”对 图 ?7-23(a) 所 示 单 元 体 ,在 zoz 平 面 上 ; 


ma 一空 寺 和 十 \/ (宇和 ) 十 发 一 2 (3°) ji 
i (天 二 二) + 已 二 00 一 (SS) += 一 一 z 


比较 各 主 应 力 大 小 知道 oj 二 a,6s 二 Tygs 一 一 + 
由 第 三 强度 理论 ， 


gd =0 6 = 0+r 


同 理 ,对 于 图 7-23(b) 所 示 单 元 体 ,在 yog 平面 内 


mm 一 空子 二 十 \/( 宪 训 = (Se) +2 一 8 上 TV (号 ) 二 


区 和 一 2 二 


Ce 


比较 各 主 应 力 A 


($) 


($) 
由 第 三 强度 理论 : J 一 vo 十 4 全 


tr m0,0 = 5— (FE) 二 


若 两 单元 体 同时 进入 届 服 极限 有 ， 
or 一 275MPa 个 
“ot4r 一 一 275MPa DD 


解 出 g=165C(MPa) ,r 一 1104MPa) 
?109。 


评注 ;本题 明 然 是 一 道 考 察 主 应 力 计算 公式 和 第 三 强度 理论 的 基本 概念 题 ,但 题 型 还 是 比 
较 新 颖 的 。 

【 例 16] 试 求 如 图 7-24 所 示 单元 栖 的 形状 改变 比 能 w 和 单元 体 第 三 强度 理论 的 相当 应 
力 on ,已 知 弹 性 模 量 EE 二 200GPa, 泊 松 比 py 二 0.3。( 大 连理 工大 学 ,2000 年 ) 


了 -24 


图 
和 解 ” 在 平面 yoz 上 ,出 主 应 力 计算 公式 
4 


一 和 + (3 ) 十 50 —— 50MPa 


比较 名 主 应 力 大 小 知道 a 一 80MPa,o; 二 50MPa,o; 一 50MPa。 


由 形状 改变 比 能 公式 ， 
“=— Lot [Ce 一生 六 十 (一 下 六 二 (os 一 而 ?2 


= Fx" [80 一 50)2 十 50 十 5072 十 (一 50 一 80)?] 
一 30000 = 3.0 Xx 10{(N + mne 

由 第 三 强度 理论 ,9% 二 a 一 gs 一 80 十 50 一 130(MPa) 

评注 ;通过 本 题 ,读者 应 该 掌握 以 下 几 个 重要 概念 和 公式 : 

《1 变形 比 能 : 


1 十 3 


_ 


IT 一 到 me 十 到 ozes 十 言 oae 一 赤 [十 虞 十 吕 一 2yCorgs 十 gz03 十 oo | 


(2) 形 状 改 变 比 能 ; Ut: 一 * La oe) 十 tos ga) t+ (os am):] ; 


《3) 悼 积 改变 比 能 ， Uy 一 i . 《ai 十 于 二 oa)? # 


<4) 各 比 能 之 间 的 关系 是 , U == Ut 十 Uy |; 
| 《5) 最 大 形状 改变 强度 理论 (第 到 强度 理论 ?认为 材料 的 破坏 原因 是 由 于 最 大 形状 改变 比 能 
的 作用 ,好 Gr 一 VE 一 后 十 《2 oy | (ga 1 7] A [Ls] a 


【 例 17〗 如 图 7-25 所 示 , 有 一 两 端 受 所 第 丁 和 拉力 PP 作用 的 回 柱 形 薄 壁 压 力 容 器 。 已 知 
容器 的 简 壁 半径 是 x 一 40mm, 壁 厚 是 + 二 2mm, 简 体 长 度 / 二 lm, 弹 人 性 模 量 上 二 200GPa, 泊 松 比 jp 


一 0. 25。 内 部 压力 为 王 10MPa, 扫 第 一 640xN，m。 和 位 壁 内 的 许 用 拉 应 力 为 200MPa, 根 据 第 
三 强度 理论 , 试 求 拉力 PP 的 最 大 容许 值 应 为 多 少 ? 并 计算 此 时 简 栖 的 轴 向 伸 长 A 和 圆 简 半 径 


*110° 


> 的 改变 Ar。 (北京 大 学 ,2001 年 ) 


了 


图 7-25 
解 圆 简 在 内 压 疡 的 作用 下 洛 轴 疝 的 拉 应 力 是 ， 


_pD_ 10xloX80X1l0s _ op 
A FE Te 100 x 10 (Pa) = 100(MPa) 


加 入 在 内 压 思 作用 下 沿 环 向 的 拉 应 力 是 ; os 一 部 一 2 X 100 == 200C(MPa) 


圆 简 在 轴 商 拉 方 PP 作用 下 的 拉 应 力 是 ， 


_P_ P == 站 EE -一 一 3 M 
m= A- Io Kari P20Xl0 (P= 2.0xX10 . PAMPa) 


圆 简 在 扭矩 工 的 作用 下 的 剪 应 力 是 ， 


Tn 一 6 一 
rR TI XI aX 2X 10 CPa) = 99. 2(MPa) 


在 贺 简 上 取 单 元 体 如 图 7 了 -26 所 示 ， 


To 


t=Try 
上 
G0 [9 
[el 


I 


图 7-26 
由 主 应 力 计算 公式 ， 


_ 2 
on 一 空子 和 | (E 5 和 】 | Es 
= (150 二 1.0X10.: P+ v.00xX10?. P—50)++95.% 


一 和 二 (后) + 专 


二 (50 十 1.0xX103P)— v.00x107. P50 二 95,.27 
假定 贺 简 径 向 内 压 PP 对 应 于 最 小 主 应 力 , 凤 ;= 二 一 P, 屠 么 ， 
由 第 三 强度 理论 
ai 一 下 一 (150 十 1.0X10 .P+ /LOXI0. 五 一 50)5 干 95.2 十 10 一 [oj= 200 
解 出 P 一 558(kN) 
此 时 ,a 二 1225CMPa) ,gs 一 191(MPa) ,os 一 一 10(MPa), 原 假定 成 立 。 
由 于 径 向 应 力 ms 较 小 ,这 里 扰 略 其 效应 。 
由 广 尺 胡 克 定律 ， 


"ll* 


轴 向 应 变 是 e = 二 * (gx— pos) = 5.8X10 


环 向 应 变 是 sy 一 下 “lor — ppg) ——0. 52 X10 


所 以 ;简体 轴 向 伸 长 是 Al 一 i ' 6 一 1X5,8X10 3 一 5. gmm; 

简体 半径 的 改变 量 是 Ar 一 r，ey 一 40X( 一 0.52X10-3) 一 一 0.02mtm。 

评注 ,读者 应 记 住 压力 容器 中 的 轴 向 应 力 的 环 向 应 力 公式 , 即 c 一 上 2 和 v 一 222 。 

【 例 18】 如 图 7-27 所 示 薄 壁 容器 外 径 Di ,内 径 也, 壁 厚 8, 内 压强 已 。 材 料 弹性 常数 下 和 
二 已 知 ; 试 确定 : 


P 


ttt mm 


乒 


- 上 
图 ?-27 
(D 考 虑 容器 自重 (可 看 做 长 度 方向 的 均 布 体力 )W 时 ,容器 的 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 ; 
(2) 用 单元 体 表示 危险 点 的 应 力 并 计算 出 主 应 力 ; 
(3) 计 算 危 险 点 水 平方 向 的 线 应 变 。( 南 京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 
解 1) 在 自重 作用 下 的 梁 量 大 弯 矩 是 Mu 二 开 ( jz 一 二 Wi , 且 发 生 在 里 中 截面 。 容 


8 
器 的 危险 截面 显然 在 跨 中 位 置 。 
在 跨 中 位 置 ,容器 由 于 自重 引起 的 截面 正 应 力 是 ， 
nM EW _ 4W! 
; nD 生 4 
[1 一 ( 却 ) ] Di 一 人 (六 ) ] 


在 跨 中 位 置 ,容器 由 于 内 压 形成 的 轴 阅 正 应 力 是 : 0 = 如 


在 跨 中 位 置 , 容 器 由 于 内 压 形成 的 环 向 正 应 力 是 : 0; = 加 


腾 中 位 置 ,截面 下 边缘 在 各 项 载荷 作用 下 移 应 力 均 为 拉 应 力 ,; 所 以 是 危险 点 所 在 位 置 。 
(2) 在 该 处 取 单 元 体 进行 分 析 如 图 7-28 所 示 ， 


-P 


T+ TIHTz 


图 ?7-28 
112。 


比较 各 主 应 力 大 小 , a 一 2，o 一 和 + 于 =P， 


28 xDiTI 二 (77 
(3) 在 和 危险 点 ,由 广 芯 硼 克 定律 知道 其 水 平方 向 线 应 变 是 ， 
1 1 4W PD PD _ 
se 一 证" [9 一 pla 十 9)] 一 去 [sr 7D i+ 二 一 we 


评注 : 硅 纯 弹性 范围 内 ,应 用 套 加 法 计算 各 项 荷载 作用 下 总 的 应 力 即 可 ， 
【 例 191 如 图 7-29 所 示 圆 杆 直径 4 一 10mm,P 一 2kN，M 一 Pd , 杆 材 料 为 铸铁 ,[Lec 二 


40MPa,[o. |—=120MPa,E=—=100GPa, «==0. 25。 
(1) 求 友 杆 表面 C 点 沿 AB 方向 线 应 变 ; 
(2) 按 第 二 强度 理论 校 核 该 杆 的 强度 。( 中 南大 学 ,2000 年 ) 


图 ?7-29 
解 《DC 点 由 于 轴 疝 拉力 了 而 产生 的 拉 应 力 是 ， 
P_ _P _4P_ 4X2X1l0 


Ti nd AxoxIo my S55X10 Ps = 25.5(MPa) 
4 na 
C 点 由 于 超 矩 M 而 产生 的 剪 应 力 是 ， 


1 3 一 3 
Mm M _ 6X2X1 X10x10 


Te 去 Xn X10X10) 


在 忆 点 取 单 元 体 进行 分 析 如 图 7-30 所 示 ， 


= 10.2X 10°(Pa) = 10, 2(MPa} 


图 ?7-30 


由 广义 胡 克 定律 ， 


— lc 25 
Ex 一 ECO: Hoy) F 100 0. 255 


区 


Ey 一 去 (or 一 “co 二 一 4 下 一 一 0.295 X00,255 一 一 0. 064 


Tl 25X102 
yyy G F 1o5 0. 255 
由 斜 截面 上 的 线 应 变 公 式 ， 


13s 


ey = 0s[2 xX (一 307] -次 。sin[2X( 一 307] 


一 下 人 二 和 十 由 9 和。cos( 一 607 — Oe . sin(— 60°) 一 28.6X 10m 
《2) 由 主 应 力 计算 公式 
_ gro (3? 上 ”25.5 二 0 25,.5— Oy a 
一 ++) 十 10.2 = 29(MPa) 


— 了 一 
一 于 同一 | (=) + 态 = 人 3 V (0) 十 10.2 一 -3.6(MPa) 


比较 各 主 应 力 大 小 知道 ,om 一 29MPa,om 一 0MPa,m 一 一 3. 6MPa 
由 第 二 强度 理论 ， 
ga = ug) 一 29 一 和 25X00 一 3.0 = 29,99MPa) < To]= 120MPa 
该 杆 满 足 强 度 要 求 ，。 
评注 :第 二 强度 理论 即 最 大 主 应 变 强度 理论 , ow 一 和 一 六 ea 十 二) 。 
【 例 20〗 某 构件 危险 点 应 力 状态 如 图 7-31 所 示 , 材 料 的 许 用 应 力 [oj= 二 170MPa, 试 按 第 三 
强度 理论 校 核 构件 强度 。( 哈 尔 深 工业 大 学 ,2000 年 ) 


30MPa 


100MPa 


图 7-31 


解 ”在 平面 xox 上 ,由 主 应 力 计算 公式 


— 2 有 2 
ma 一生/ (和 人) 十 忆 = 1]00 二 160 十 /109 二 168) 十 40: = 180MPa 


_ 下 十 到 fo~—oy _ 100 十 160 VY 100 一 160\; 2 
2 V 3 ) 二 区， 3 ( 5 ) -40: = B80MPa 


比较 各 主 应 力 大 小 知道 ,ao, ==180MPa,os 二 80MPa,o; 一 30MPa 
由 第 三 强度 理论 ， 
ra = = 180—30= 150C(MPa) < [cj 一 170MPa 
该 构件 强度 满足 要 求 。 
评注 :这 是 一 道 考 查 第 三 强度 理论 的 基本 概念 题 。 
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第 三 节 习 题 


一 、 简 答题 

铅笔 写字 ,笔尖 折断 ,是 什么 应 力 导致 的 结果 ?为 什么 7 (长安 大 学 ,2001 年 ) 
二 填空 是 

i. 利用 登 加 法 求 杆 件 组 合 变 形 的 条 忻 是 ___ 和 


2. 单元 体 斜 截面 应 力 公 式 a 一 Co 十 gy) /2 十 (gi 一 ay) cos2a/2 一 tw sin2a 和 ,一 (or—oy) 
sin2a/2 十 rwcos2a 的 适用 范 闭 是  ，。 

3. 研究 一 点 应 力 状态 的 任务 有 是， 

4, 各 向 同性 线 弹 性 材料 常数 为 下 , 泊 松 比 为 请 ,材料 内 某 点 主 应 力 是 和 半 62 放 o4 ; 则 此 点 


第 三 主 应 变 s: 是 ,最 大 切 应 变 wx 是 。【( 北 京 航空 航天 大 学 ,2003 年 ) 

5. 一 受 拉 利和 弯曲 的 圆 截面 钢 轴 , 若 用 第 三 强度 理论 设计 的 直径 是 4 ,用 第 四 强度 理论 
设计 的 直径 是 dd , 则 ds  __. qd, 。( 国 防 科技 大 学 ,2004 年 ) 

6. 塑性 材料 和 脆性 材料 中 ， ”对 应 力 集 中 更 为 敏感 。( 西 安 电子 科技 术 学 ,2000 年 ) 

7, 如 图 ?7-32 所 示 单 元 体 属于 应 力 状态 。‘ 盾 " 单 向 ”、“ 二 向 ”、“ 三 向 ”或 “ 纯 前 ”) 

Jy 
了 -32 
三 ,选择 亚 
1. 钢材 经 过 冷 作 硬 化 处 理 后 ,其 基本 不 变 。 


六 ,弹性 模 量 B， 比 例 极限 C. 延伸 率 D. 截面 收缩 率 
2. 在 单元 体 上 ,可 以 认为 ; 。 

A, 每 个 面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 ,一 对 平行 面 上 的 应 力 相等 

B, 每 个 面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 ,一 对 平行 面 上 的 应 力 不 等 

C. 每 个 面 上 的 应 力 是 非 均匀 分 布 的 ,一 对 平行 面 上 的 应 力 相 等 

D. 每 个 面 上 的 应 力 是 非 均匀 分 布 的 ,一 对 平行 面 上 的 应 力 不 等 
， 受 内 压 必 用 的 封闭 薄 圆 简 ,在 通过 其 内 壁 任意 一 点 的 纵横 面 中 

A, 纵横 两 截面 都 不 是 主 平面 B. 模 截 面 是 主 平面 , 纵 截 面 不 是 

C. 纵横 两 截面 都 是 主 平面 D, 纵 截面 是 主 平面 , 横 截 面 不 是 


[ee 
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4. 圆 截面 杆 上 受 力 如 图 ?-33 所 示 。 材 料 为 A3 钢 , 许 用 正 应 力 为 [oj , 许 用 前 应 力 为 
[rj , 横 截面 面积 为 A, 抗 弯 截 面 系数 为 W, 抗 扣 截 面 共 数 为 W,。 下 列 各 强度 条 件 中 正确 的 


是 


cr 


Ty 


了， 
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M. T P AT T 
tte,w < [Ed B, ri Vw) 4 Lo] 


入 . 


已 着 | 


(£1 4 < D. A + -4 所 [四 


. 已 知 材料 的 弹性 模 量 互 , 泊 松 比 A : 单 轴 应 力 状 态 的 最 大 切 应 变 为 。 


《1 十 ca 《1 十 ce E 4 已 
个 一 下 B. ”二 4 GT Hrs 


- 对 于 如 图 7-34 所 不 的 三 向 应 力 状 态 , 以 下 结论 中 错误 的 是 。 


A. 应 力 圆 为 一 点 加 

B. 任 一 斜 截面 均 为 主 平面 

C. 由 第 三 ,第 四 强度 理论 ,这 种 应 力 状态 不 会 破坏 

D. 体积 应 变 为 夫 

对 于 如 图 7-35 所 示 的 应 力 状态 (ot > wm > 0) ,最 大 切 应 力作 用 面 有 以 下 四 种 , 试 选 择 


哪 一 种 是 正确 的 。 


Ea 
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A. 平行 于 62 的 面 ,其 法 线 与 a 夹 45 和 

B. 平行 于 a 的 面 ,其 法 线 与 0 夹 45" 角 

C. 垂直 于 mm 和 os 作用 线 组 成 平面 的 面 ,其 法 线 与 o 夹 45 角 

D. 垂直 于 mm 和 oz 作用 线 组 成 平面 的 面 ,其 法 线 与 os 夹 30 角 

铸铁 构件 的 危险 点 的 庶 力 状态 如 图 7-36 所 示 四 种 情况 , 则 ， 。 
态 ， 四 种 情况 安全 性 相同 

B. 由 种 情况 安全 性 各 不 相同 

C,a 与 b 胃 同 ,c 与 4 相同 ,但 ab 与 c.d 不 同 


图 7-38 


D.a 与 相同 ,b 与 d 相 局 ,但 ac 与 b.d 不 同 
四 ,判断 题 


1. 在 各 种 受 力 情况 下 ,脆性 材料 都 将 发 生 脆性 断裂 而 破坏 。 )》 
3. 在 某 单 元 昼 上 和 登 加 一 个 纯 剪 切 应 力 状 态 后 ,体积 改变 比 能 不 变 .《  】 


五 .计算 是 


1. 斌 求 如 图 7-37 所 示 应 力 状 态 的 主 应 力 及 最 大 前 应 力 。( 单 位 :MPa) 
2. 一 薄 壁 圆 简 ,如 图 7-38 所 示 , 同 时 承受 内 压 和 扭转 作用 。 已 知 简体 平均 直径 为 D 一 40cmn， 
壁 晶 3 一 lcm, 材 料 [sj 二 160MPa,P 一 6MPa,M 一 32xkN，m。 试 根据 第 三 强度 理论 校 核 简 体 强度。 


7-37 图 7-38 


3, 某 点 的 应 力 状 态 如 图 7-39 所 示 , 已 知 7 与 角 a 试 根据 已 知 数据 直接 做 出 应 力 圆 。 


ss 


|， 
7 了 -39 
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4. 如 图 7-40 所 未 ,直径 2cm 的 受 扭 贺 轴 , 测 得 与 轴线 成 45" 方 向 的 线 应 变 ss 一 520 X 
10-, 已 知 玉 一 200GPa,y 一 0. 3, 试 求 扭转 力 祭 T。 


图 7- 拍 


5. 如 图 7-41 所 示 , 钢 制 向 拐 的 横 裁 面 直 径 20mmyC 端 与 钢丝 相连 ,钢丝 的 横 截 面 面 积 入 
一 6. Sm 。 则 拐 和 钢丝 弹性 模 量 同 为 200GPa,G 二 84GPa, 若 钢丝 的 温度 降低 50?, 且 ax 一 12.5 
X10 si/ 。 试 求 曲 拐 截面 A 的 顶点 的 应 力 状 态 。 
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第 8 章 组 合 变形 


知识 要 点 


本 章 主 要 介绍 了 组 合理 论 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 ， 
(1) 拉 伸 与 压缩 与 弯曲 的 组 合 ; 

C2) 偏心 拉 压 ; 

<3) 扭转 和 弯曲 的 组 合 变 形 ， 


第 一 节 ”本 章 内 容 总 结 


1. 构件 的 受 力 情况 


梅 件 的 爱 力 情况 分 为 基本 爱 力 (或 基本 变形 ) 形 式 ( 如 中 心 受 拉 或 受 压 , 捏 转 , 平 面 弯 曲 , 前 
切 ) 和 组 合 受 力 (或 组 会 变形 ) 形 式 。 

组 合 变 形 由 两 种 以 上 基本 变形 形式 组 成 。 

处 理 组 合 变形 构件 的 内 力 ,应 力 和 变形 (位 移 ) 问 题 时 ,可 以 运用 基于 又 坤 原理 的 又 加 法 。 

全 加 原理 ;如果 内 力 、 应 力 、 变 形 等 与 外 力 成 线性 关系 , 则 在 小 变形 条 件 下 ,复杂 受 力 情况 下 
组 合 变 形 构件 的 内 力 、 应 力 .变形 等 力学 响应 可 以 分 成 几 个 基本 变形 单独 受 力 情况 下 相应 力学 
响应 的 又 加 , 且 与 各 单独 受 力 的 加 载 次 序 无 关 。 

说 明 和 

(保证 上 述 线性 关系 的 条 件 是 纯 弹 性 材料 ,加 载 在 弹性 范围 内 , 即 服从 衣 克 定律 ; 


(2) 必须 是 小 变形 ,保证 能 按 梅 件 社 始 形状 或 扩 十 进行 分 解 与 登 加 计算 , 且 能 保证 与 加 载 次 
序 无 关 。 


2， 斜 查 曲 
当 梁 所 受到 的 横向 力 不 在 梁 的 主 惯 性 平面 内 时 , 梁 将 发 生 斜 弯曲。 如 图 8-1a 所 示 的 构件 
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具有 两 个 对 称 面 (y,z 为 对 称 轴 ) ,横向 载荷 P 通过 截面 形 心 与 y 轴 成 w 夹 角 , 现 按 晋 加 法 讲解 
梁 内 最 大 蛮 曲 正 应 力 的 求解 思路 与 步骤， 

(1) 根 据 圣 维 南 原理 ,将 载荷 按 基本 变形 加 载 条 件 进 行 静 为 等 新 处 理 , 现 将 P 消 横 截面 对 
称 轴 分 解 为 P,、P,; 则 有 P; 二 Pcosa ; P, 二 Psina (图 8-1a)。 

(2) 得 到 相应 的 儿 种 基本 变形 形式 ,分 别 计算 可 能 危险 点 上 的 应 力 。 现 分 别 按 两 个 平面 次 
出 计算 5( 见 图 8-1(b) 及 图 8-1Cc))。 如 图 8-15 和 所 示 ,PP 在 危险 面 ( 面 定 端 } 处 分 别 有 弯 矩 ， 
hf 二 (Psina}i ，M, 二 《Peoso)t 。M;, 作 用 下 产生 以 y 轴 为 中 性 轴 的 平面 弯曲 ,六 与 ad 边 上 分 
别 产 生 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 ， 


可 max 


> da 
底 作 用 下 产生 以 < 轴 为 中 性 连 的 平面 容 曲 ,ab 与 cd 边 上 分 别 产 生 最 大 接应 力 与 最 大 压 
应 力 : 


» _, M,_, 6Plcosg 
YY TW, bh: 

《3) 由 杰 加 法 得 组 合 变 形 情 况 下 , 亦 即 原 载荷 作用 下 危险 点 的 应 力 。 现 可 求 得 P,,P, 共同 

作用 下 危险 点 人 ed 点 ) 灾 曲 正 应 力 ( 回 一 点 回 一 徽 面 上 的 正 应 力 代 数 相 如 ): 
ol + sina + beose) 

上 述 横 向 载荷 P 构成 的 弯曲 是 梁 在 两 个 主 锥 性 平面 内 弯曲 的 组 合 变 形 , 其 中 模 裁 面 内 中 
性 轴 不 再 与 载荷 作用 线 垂 直 ; 或 中 性 轴 不 再 与 弯 矩 矢量 重合 (如 为 实心 构件 )。 如 图 8-1(e? 所 
示 : 横 截面 上 任意 点 mCy,z) 的 正 应 力 为 ; 


s=0 4F = 人 ， 
LL* Ll 


根据 中 性 轴 定 义 , 令 zc 一 0, 即 得 中 性 轴 位 置 表 达 式 ， 


当 工 和 关 TD， 天 a; 现 为 掏 形 (> 的 王 六 有 , 则 ?>>a。 形 成 斜 夺 曲 ,中 性 轩 与 M 矢量 不 
重合 。 
当 1 一 L ,多 一 gc, 即 载 荷 通过 截面 形 心 尾 意 方 向 雹 形成 平面 杜 曲 , 若 圆规 面 直径 为 也， 
则 有 : 


2 V 三 干 王 


T 


1o| -要 
TH Ww 


3. 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 

01) 求解 此 类 问题 一 般 分 别 计算 拉 伸 (压缩 ) 正 应 力 和 弯曲 正 应 力 ,和 加 后 进行 强度 计算 ，。 
拉 伸 (压缩 ) 时 , 杆 件 截面 的 正 应 力 为 : ox 一 二 

咨 曲 时 , 模 截 面 的 最 大 拉 压 正 应 力 为 ; ov 一 填补 


拉 伟 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 全, 横 截 面 的 最 大 拉 压 正 应 力 : 一 


PM 
十 责 


"120* 


《2) 当 作用 在 杆 件 上 的 轴 向 力作 用 线 偏离 杆 轴线 时 , 称 为 偏心 拉 伸 (压缩 ) ,典型 问题 即 求 危 
险 点 应 力 状 疯 。 
求解 思路 如 下 : 


图 8-2 
如 图 8-2a 所 示 的 偏心 压缩 问题 ,用 上 述 载荷 处 理 法 ,将 作用 于 点 FCy;，,z,) 的 偏心 载荷 P 
向 构件 轴线 (或 端面 形 心 思平 移 , 得 到 相应 于 中 心 压 缩 和 两 个 平面 弯曲 的 外 载荷 。 
另外 ,还 可 以 直接 用 截面 法 ‘内力 处 理 法 }。 如 图 8-2b 所 示 , 端 面 上 懈 心 压 纠 力 在 横 截 
面 上 产生 的 内 力 分 量 为 ， 
N= P,M, = Pz,,M, =— Pyp 
在 该 权 截 面 上 任意 点 my,%) 的 正 应 力 为 压 应 力 和 两 个 平面 弯曲 < 分别 绕 > 和 = 轴 ) 正 应 力 
的 全 加 ， 
PP_ Perz. Pypy 
mA LL 工 
a 点 有 最 大 压 应 力 o, ,5b 点 有 最 大 拉 应 力 op : 
5 二 go 旦 ,二 P Pee Pvp 


站 WW, 
= P,Pyr , Pee 
Th 一 0 过 。 TT 六 十 W, 十 W, 
-1 —_l 
其 中 W, ce’ Ws at 
《3) 求 中 性 轴 位 置 和 截面 核心 


如 果 wo 一 0 ,并 定义 截面 愉 性 半径 一 \/ 卫 ,i 一 对 二 。 设 中 性 轴 上 任意 点 坐标 为 y。， 
Zon 可 得 
1 十 十 > 一 0 
全 玉 


这 蚌 一 不 通过 形 心 DO 的 中 性 轴 方 程 (直线 方程 ;。 它 在 » 轴 和 <z 轴 上 截 距 分 别 为 ; 
Vor -大 9 Cot 一 之 
对 于 混凝土 大理石 等 抗 拉 能 力 比 抗 压 能 力 小 得 多 的 材料 ,设计 时 不 希望 偏心 压缩 在 构件 
中 产生 拉 应 旋 。 


满足 这 一 条 件 的 压缩 载荷 的 偏心 距 y, ,x, 应 控制 在 横 截面 中 一 定 范 围 内 (使 中 性 轴 不 会 与 
"21* 


截面 相 割 ,最 多 只 能 与 截面 局 线 相 切 或 重合 ) ,由 土 式 可 得 ， 
ys mr 
横 截 面 土 存在 的 这 一 范围 称 为 截面 核心 9 它 由 土 式 的 偏心 距 胃 迹 线 围 成 让 式 中 Dots za 现 为 
横 截 面 周边 (轮廓 线 ) 上 一 点 的 坐标 。 


4. 曾 曲 和 招 转 的 组 合 


(了 9) 圆 截面 杆 件 

对 圆 截面 ,通过 圆心 ( 形 心 ) 的 任意 方向 的 轴 均 为 对 称 轴 , 设 圆 截面 杆 横 截面 上 分 别 作 用 有 
奇 年 M, ,Ad 和 扭矩 了 则 合力 矩 ，M 一 vyM 十 Ma 。 

这 时 M 作用 下 阀 轴 产 生平 面 膏 曲 ,o 及 前 应 力 分 别 为 : 


~ MYM tM 工 
W W :7 WW, 


如 


危险 点 应 力 状态 的 主 应 力 为 ms 一 号 士 \/ (号 ) + ,ao 一 0 
对 塑性 材料 ,可 选用 第 三 和 第 四 强度 条 件 ， 


qa—a = votdr [eo] 


[Ca 0) + Co ga) (oma):]— ve tr [eo) 


对 直径 为 a 的 闻 截 面 ,有 W, 一 2W ,WW 一 we ;于 是 有 : 
元 MFT [Eo] ; VM T0757 < [a] 


C2) 矩形 截面 杆 
设 图 8-3Ca) 和 (b) 所 示 为 矩形 截面 上 作用 有 弯 盾 My ,M, 和 所 矩 工 。 
ora" 
Ta 


Cb) (Ce) 
疼 8-3 
对 算 形 截面 (8Xh ,My ,ML 分别 形成 以 > 轴 和 z 办 为 中 性 轴 的 平面 弯曲 ,弯曲 正 应 力 分 布 
如 图 8-3(a) 所 示 。 扭矩 本 在 矩形 截面 上 形成 的 扭转 前 应力 分 布 如 图 8-3(b) 所 示 。 
综合 考虑 奇 曲 正 应 力 和 扭转 前 应 力 的 分 布 情况 ,可 以 选 出 危险 点 a,b,c; 其 应 力 状 态 如 图 
8-3{c) 所 示 。 


2 2 
4 点 具有 正 应 力 最 大 值 : .一 oo 一季 十 辽 ，W; 一 全 一 等 
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J ”MM 了 
六 点 具有 rw 和 :oo oahb? 


< 点 具有 zi; 和 :一 一 逻 ， Tt = ymax 
MM 
对 塑性 材料 ,a 点 的 强度 条 件 为 : 5 一 瑚 十 大 < [Le 


对 b,c 点 可 选择 第 汪 或 第 四 强 座 理论 ,如 选 第 三 强度 理论 ,可 比较 Yot 十 4rswx 和 
Ve 十 4 世 , 较 大 者 应 满足 : ve 十 4 委 Lo] 。 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


(1) 组 合 变形 下 的 强度 校 核 (四 大 强度 理论 ); 

(2) 组 合 变 形 下 的 危险 点 的 判断 ; 

《3) 利 用 倒 加 法 对 组 合 变 形 的 计算 ， 

【 例 11 如 图 8-4 所 示 直 角 掏 轴 ABC 在 x1 一 yi 平面 内 受 载 答 P 的 作用 , 试 根据 第 三 强度 
理论 校 核 AB 轴 的 强度 ,已 人知: P = v2kN ,一 160mmd 一 30mm[ ol 一 120MPa。《 注 :mm 一 六 
平面 与 x 一 vy 平面 平行 }( 北 京 航空 航天 大 学 ,2001 年 ) 


图 8-4 
解 ”由 题 图 容易 知道 国定 端 A 是 直角 拐 轴 ABC 的 危险 截面 。 该 截面 的 轴 癌 拉力 是 ， 


N = Peosd45”? -Vix 由 一 1{(kN) 


相应 的 截面 拉力 是 ; m 一 2 1X10 = 1.4 X10 (Pa) = 1.4(MPa) 
| 到 x C30 X103)? 


该 截面 绕 z 轴 的 弯 矩 是 : Mz 一 Psin45 +2 = Ex 交 Xx016 一 1600N。Imy) 


该 截面 绕 » 轴 的 的 弯 矩 是: M, 一 Pcos45 。! 一 .3x 吧 xn0.16 一 160CN + m) 


全 次 第 是 , M 一 VM 十 Mi 一 V1607 十 160 一 2260N my) 
相应 的 截面 拉 应 力 是 : 


“中 23" 
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1 3 ~ 
a5 XX30XI0 > 


一 新 十 = +1,4X10 = 86.8X 10:(Pa) = 86, 8(MPa) 


该 截面 的 扭矩 是 : T= Psin45”。? 一 5x 归 x 0.16 = 160(N my) 


相应 截面 最 大 前 应 力 是 : r 一 市 一 一 160 — 30. 2 x 10°(Pay) = 30. 2(MPa) 
’ 6X™X (30X10) 


和 截面 上 危险 后 的 单元 体 分 析 如 图 8-5 所 示 。 


由 第 三 强度 理论 ， 
ga 一 Va to) dr = vl.4+85.3)7 + 30.2 ~— 105.7(MPa) < 一 [o = 120(MPa) 
所 以 ,AB 轴 的 强度 满足 要 求 。 
评注 :在 求解 组 合 变 形 时 ,应 该 把 组 合 变形 分 解 成 几 个 基本 变形 ,找到 杆 件 的 危险 截面 和 人 危 
险 点 ,然后 采用 释 加 法 计算 危险 点 的 正 应 力 和 剪 应力, 求 出 危险 点 的 三 个 主 应 力 , 用 强度 理论 校 
核 其 强度 。 
【 例 2】 如 图 8-6 所 示 一 端面 定 的 空心 圆 轴 ;已 知 ; 外 径 了 =60mm,; 内 径 d=30mm;{ 二 0., 6tn。 
材料 弹性 常数 是 下 一 200GPa,x 一 0. 3,[ 四 一 200MPa; 自由 端 受 扭 算 二 3kN .m ,集中 力 Pi 一 3kN 
和 了 :一 50KN 作用 , 试 求 : 
(了 危险 点 的 主 应 力 和 最 大 线 应 变 er 
(2) 用 最 大 前 应 力 理论 校 核 强度 。( 南 京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


了 D 
开国 
一 


图 8-6 


解 ” 由 题 意 ,固定 端 入 截面 是 杆 AB 的 危险 截面 。 
该 截面 的 轴 力 是 ;N== Ps 一 50kN 


由 轴 力 而 形成 的 正 应 力 是 ,a 一 并 一 一 一 了 X10 一 一 23.6X105CPa) 一 


到 X (0.062 一 0.033 
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23. 6CIyIPay 
该 截面 的 弯 矩 是 : M = Pll 一 3X06 一 1.8CkKN my) 


由 夸 短 在 截面 形成 的 最 大 拉 应 力 是 : 0 一 少 一 1 1.8X10 og0, 6(MPs) 
” wTX0.00 XL C0,5°] 


该 截面 的 扭矩 有 是; T= 3kN，m 
由 扭矩 在 截面 形成 的 最 大 前 应 力 是 ， 

c= 亦 = 1 一 75.5X 10° (Pa) 一 75. 5(MPa) 
: 6 XTrxn.063 X[1 一 50.5)3 1 


对 扣 截 面 危 险 点 取 单 元 体 进 行 分 析 如 图 8-?7 所 示 ， 


工 
本 十 机 
T 
一 ? x 


图 8-7 
由 主 应 力 计算 公式 ， 
= EF + — mtg at te 
= H/C) 75., 5 —151. 8(MPa) 


一 于 这 f(y tt (tO) 2 


_ Le.2 -sy 十 75.52 一 一 37, 6(MPa) 


比较 各 主 应 力 大 小 知道 四 一 151.8MPayo 一 0MPa,o = 一 37, 6MPa。 由 广义 胡 克 定律 ,最 
大 线 应 变 是 ， 


Emmar 一 二 日 La — jg 十 ga) 


由 最 大 前 应 力 强度 理论 ， 
ae 一 四 一 中 一 151.8 一 (一 37.6) = 189.4MPa) < [a] = 200MPa 

所 以 ,该 轴 满 足 强 度 要 求 。 

评注 :组 合 变形 的 计算 量 一 般 较 大 ,读者 要 引起 注意 。 

【 例 33 如 图 8-8 所 示 已 知 水 平面 内 圆 形 截 面 直 第 执 卫 端 固定 ,直径 4 一 16cm,AB 段 的 分 
布 力 g 和 自由 端 忆 处 集中 力 Pi 的 方向 为 垂直 向 ;自由 端 忆 处 集中 力 P; 的 方向 为 水 平 向 , 且 和 与 
AB 段 轴线 平行 ;材料 的 允许 应 力 是 [oj] 二 160MPa, 试 按照 第 四 强度 理论 校 核 AB 段 的 强度 。 
(武汉 大 学 ,2003 年 ) 


_ 151.8—0.3X (0— 37.6) 
200 x 103 


=8, 0X]10™ + 


"25° 


J=S0KNim 


图 8-8 


解 AB 段 的 轴 力 是 :NM 一 Ps 一 6OkN 


由 轴 力 在 AB 段 形成 的 正 应 力 是 ;mo 一 信 = 一 一 包头 20 一 = 3X 10'(Pa) 一 3(MPs) 
4 XX10°)? 


AB 段 中 绕 y 轴 的 查 矩 是 : M, 一 Pza 一 60 xX0,5 二 30(kN。m) 


设 AB 段 中 绕 = 轴 的 计 矩 为 M,(5) = Pus 一 罗 , 极 值 发 生 在 离 A 端 $ 距离 处 ,那么 由 驻 值 
条 件 ， 


MQ=P-g=30—50.s—0 


且 MC5) = 30X0.6 一 广 X50X (0.6) = 9tkEN » m) 


而 卫 端 处 绕 x 轴 的 查 矩 是 : AM 一 40kEN :mm 
则 AB 段 中 绕 Z 回 的 这 和 矩 最 大 值 是 ; M, = 40kN  m 
合 弯 答 是 : M 一 vy Mi 二 Mi = vv 302 40: = 50(kN + m) 


在 AB 眉 中 形成 的 最 大 拉 应 力 是 : a 一 六 一 了 50X10 -~ 1244(MPa) 
了 3 
32 ~* TX (0. 18) 
AB 段 中 的 扭矩 是 , 工 二 Pa 二 30X0.5= 15(kKN。m) 
在 AB 身 中 形成 的 最 大 剪 应力 是 ， 
I= 霄 = lS5x1o lg7x10 (pa) — 18.7(MPs) 
P TX™X (0,16) 


在 AB 段 上 的 危险 点 取 单 元 体 分 析 如 图 8-9 所 示 ， 


Tt 
Jy 
中 
0 x 
二 
图 8-9 


由 主 应 力 计 算 公式 ， 
本 yx 一 0 一 口 
一 /+ 太一 (+ 
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_ 1 CS) 十 18. 7? 一 130(MPa) 


a 一 空地 2 一 fy F 志 一 全 +? (0 tr 


_127.4 /127.4 


7 《7 十 18, 72 一 一 2. 7CMPa) 
比较 各 主 应 力 大 小 知道 二 一 130MPa,o 一 0MPa,g; 一 一 2. ?MPa。 
由 第 四 强度 理论 ， 


on = /zr —62)’ + (or 一 由 于 十 (os —0)] =132(MPa) <[o)=160CMPa) 
所 以 AB 段 杆 的 强度 满足 要 求 。 
评注 :要 正确 判断 危险 截面 的 位 置 ,才能 正确 的 进行 强度 校 核 。 
f【 例 4] 如 图 8-10 所 示 水 平 直角 折 杆 受 竖 直 为 P 作用 ,已 知 轴 直 径 4 二 100mmsa 一 


400mm; 弹性 模 量 EE = 200GPa; 在 DD 截面 顶点 下 测 出 轴 辣 应 变 e 二 2, 7 5X8”，。 试 求 该 扩 杆 危 
险 点 的 相当 应 力 cs 。( 北 京 航空 航天 大 学 ,2002 年 》 


图 8-10 8-11 
解 了 D 截 面 顶点 处 的 弯 甜 是 ; M 二 Pa 
应 力 状 态 如 图 8-11 所 示 。 


由 棱 矩 在 该 点 形成 的 正 应 力 是 ，: 
5 一 形 = 二 一 一 一 = Fe = 200 Xx 10* x 2.75 X10 = 55 x 10 Pa) 
5 335X TX {0.1) 


从 中 解 出 P 二 13. 5EN 
从 图 中 不 难 发 现 直 角 折 杆 的 危险 截面 是 A 截面 。 
该 截面 的 浊 短 是 ; M 二 PP. ?2a 二 13.5X2X0,.4= 10,8(EN .mm 


由 弯 此 在 截面 形成 的 最 大 正 压 力 是 : 
5 一 六 一 本 sx = 110X 10° (Pa) = 110(MPa) 
3 35 X xx (0, 1 


该 截面 的 扭矩 是 , T= 二 Pa = 13.5X0.4 一 5.4(EN 。 m) 


由 扭矩 在 截面 形成 的 最 大 前 应 力 是 : + 二 去 一 工业 4 改 罗 一 27.5X108(Pa) = 27, 5(MPa) 
P? 1€ XxX 0. 1 
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由 第 三 强度 理论 : ow 一 v 史 十 4r 一 123(MPa) 
评注 :加 村 的 守 扫 组 合 变形 强度 计算 公式 采用 内 力 公式 , 即 me 一 南 * VM 十 则 更 为 方便 。 


【 例 5]】 钢 制 立柱 上 承受 纵向 载荷 PP 如 图 8-12 所 示 。 现 在 A.B.C、D 处 测 得 z 方 向 的 线 应 
讼 Ee.(A) 一 一 225 X87 ss(B) =—— 675 X87 ,el0) —— 375 X87 ,el(D) 一 一 75X8。 若 已 知 


钢 的 模 量 E 二 ?00GPa, 试 求 : 
(1) 力 了 的 大 小 
(2) 加 力 点 在 yox 坐标 中 的 坐标 值 。( 华 中 科技 大 学 ,2003 年 ) 


图 8-12 


解 ” 由 硼 克 定律 容易 知道 A.B.C 三 点 沿 瑟 方向 的 正 应 力 是 ， 

ga = Er*e(A) 一 200X10 X( 一 225X8 1 一 一 45X108(Pal 一 一 45MPa 

gg = Erée(B) 一 200X109X( 一 675X8 =—135X10° (Pa) 一 一 135(MPa) 

ou 一 了 es) —200X10 XxX(375X8 5) =75X10° (Pa) 一 75(MPa) 

将 偏心 载 首 PP 向 形 心 简化 得 到 轴 力 PP。 绕 y 轴 弯 和 矩 M, 和 绕 x 轴 的 弯 算 MM,, 那 么 ,A,B,C 


各 点 应 力 可 以 表示 成 
m1 MM = M, MM —45 X10 (Pa) 
y WW 0 : Xo1lx, 05)? X005 x 0. 1) 
m= 了 1 撤 1 帮 一 I 二 二 了 一 和 一 一 二 一 一 站 一 一 一 一 135X10*(Pa) 
了 = ， X01X (0.05) EX0.05X 0,1 
x 上 yy Ms M, 一 MM =75X10° CPa) 
y :s 0. : XlXC, 05)? X005X C0. ] 3 


从 中 解 出 P= 一 150kN,M, 一 2. 5CEN mA 一 一 3.75CkKN， my。 
价 MM 二 Pz,IM, 二 一 Py, 于 是 ， 


M3.75 
Y 一 一 五 一 150 一 0. 025(m) 一 一 25CKmrmty 
Ad 2 .5 
z 一 = 二 5 一 0.017(m) =— 17(mm) 


即 加 力 点 在 yoz 坐标 中 的 坐标 值 是 (一 25, 一 17)，。 
评注 :偏心 载荷 可 以 简化 成 经 过 形 心 的 轴 力 和 弯 算 ,读者 在 求解 此 类 习题 时 可 沿 着 这 个 


套路 。 
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【 例 6 一端 转 定 , 另 一 端 自由 的 矩形 截面 钢 杆 AB 在 其 自由 端 项 部 中 点 C 处 作用 有 偏心 拉 为 
了 ,如 图 8-13 所 示 , 图 中 的 和 无 均 为 已 知 。 材 料 的 许 用 应 力 和 弹性 模 量 是 Lej 和 开 。 试 求 已 的 最 大 
值 及 杆 在 自由 端 底部 任 一 点 了 的 竖 向 位 移 和 水 平 位 移 。( 大 连理 工大 学 ,2002 年 )。 


安 


二 > 陷 了 


D 
10A | | 


ja — >| 8 


图 8-13 
解 (方法 一 ) 由 题 图 , 杆 AB 中 的 最 太 正 应 力 是 : 


hn 
PP: Ps 
2 


rT wT 


_ 4P 
6 


于 是 得 到 了 的 最 大 值 是 : Pa 一 半 拘 [go] 


将 偏心 拉力 向 形 心 B 简 化 成 轴 为 了 和 弯 矩 去 PR 。 
由 轴 力 己 在 也 点 引起 的 水 平 位 移 是 ， 


= 起 10h = 进 .10h ~ 了 (水平 向 右 ) 


由 弯 矩 记忆 在 B 点 引起 的 坚 向 位 移 是 ; 
1 


1 

Par (0s P+: (ok) 

2 2 300P 

A = = = ( 竖 直 向 下 ) 
2El oF, Lp Eb 
12 
由 奇 矩 云 P 在 CD 截面 引起 的 转角 是 ， 
1 
ph . 10h ， 
FP = 一 一 党 硕 时 针 方向 》 
By 


“ 12 
那么 , 口 点 的 位 移 是 : 


局 一 他 一 巨 .如 一 四 一 名 .入 一 一 加 ( 负 号 表示 水 平 向 左 ) 
点 的 坚 向 位 移 是 ; 


和 == 成 一 3 ( 坚 直 向 下 ) 


(方法 二 ) P 的 最 大 值 同方 法 一 。 
在 卫 点 加 一 竖 向 单位 力 , 如 图 8-14 所 示 。 任 意 截面 处 的 载荷 。 坚 向 单位 力 的 弯 矩 方程 
和 轴 力 方程 分 别 是 ， 


M(x) =—P. N(x)=P 


M (71) 一 一 工 Nm 一 10 
于 是 ， 站 得 到 卫 点 的 竖 向 位 移 


四 一 工 天 :| MCz) ， Mr)drt a ] N(2)N Cz)dr = 时 二 小， PP. 皮 各 ,zrdz 一 20 ( 坚 
直 向 下 ) 
D 
| |< 一 一 一 ， 
图 3-14 
在 了 点 加 一 水 平 单 位 力 , 如 图 8-15 所 示 。 和 任意 截击 xz 处 的 载荷 ,水 平 单 位 力 的 梅 矩 方程 和 
轴 力 方程 分 别 是 ， 


M(x) 一 一 P ， 到 N(z) = 
Mix) = 2 N (r=/ 
于 是 ,DD 点 的 水 平 位 称 是 ， 


A8 一 言 ， 


卖 "]NONGDz 一 训 。-P' 各 "和 z+ 让 | P 


, 1， dz = 一 p+ ( 负 号 表示 水 平 向 左 ) 


/ | .i 
he 一 一 | 


x 


图 8-15 
《方法 三 ) P 的 最 大 值 同方 法 一 
假设 DD 点 作用 有 水 平 载荷 互 和 去 回 载荷 Y, 如 图 8-16 所 示 。 
C 


图 816 
那么 尾 意 工 截面 上 的 骞 第 方程 和 轴 力 方程 是 ， 


1 = (HP), FV. 


N(xz) 一 五 十 卫 
其 对 五 和 VY 的 偏 导数 分 别 是 ， 


“130* 


aM_ hk 3aN_ | 


3H 2 dH 
aa am -0n 
aV ay 


于 是 ,DD 点 的 水 平 位 移 是 ， 


kl 站:3 一 | 让 项 t。 


— 10(H+P) + 一 300Y _ 40H — 20P — 300V 
和 Ep 


一 二 


当 太 二 VY 一 0 时, AB = 《 负 号 表示 水 平 向 堪 ) 
了 点 的 竖 呵 位 移 是 ， 
(HDs VW 
pi VN.oN., M .ad 一 一 ™» H+PF, 各 
二 | 访 " 窜 :上 +| 鱼 : 纺 "=| 入 *? dz 十 | 工 
也 jo 
(— zydxr 
.3H ~ Py"* 100h — V+ 4000h’ _ — 3008 + 300P + 4000Y 


En 这 

当 百 = 六 一 0 时 ,四 一 20 ( 竖 直 向 下 ) 

评注 ;本 题 可 以 分 别 采 用 组 合 变 形 方 法 (方法 一 ) , 莫 尔 积分 法 (方法 二 ) 和 卡 氏 定理 方法 ( 方 
法 三 ) 来 求解 局 点 位 称 , 体 现 3 位 称 求解 的 灵活 性 ,读者 应 认真 体会 。 


【 例 7 了 直径 为 4 的 圆 形 截面 直角 曲 扒 ,自由 端 受 到 面 内 与 铝 垂 直方 向 成 6 角 的 斜 向 力 P 
的 作用 ,如 图 8-17 所 示 。 当 8 角 取 45 时 , 试 求 曲 描 土 危险 点 在 最 大 前 应 力 理 论 下 的 相当 应 力 。 


(华中 科技 大 学 ,2003 年 ) 
NS 个、 
AP 


—— BB 
{截面 CO) 


20d 


图 8-17 
解 ” 由 题 图 容易 知道 截面 C 是 危险 截面 。 


该 截面 的 轴 力 是 , N 一 Peosg = 宅 P 


"i31* 
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PP 
由 轴 力 在 城 面 形成 的 正 应 力 是 :nm 一 全 一 子 一 一 2 
本 


该 截面 比 x 轴 的 弯 矩 是 : M, 二 Pcosg * 10d = 5y2Pd 
该 截面 绕 y 轴 的 弯 矩 是 : Mi 一 Psing ， 204d 一 190 y2Pd 
合 弯 业 是 : M 一 VME 二 ME 一 V(5Y2Pd)? 十 (10V2Pa)2 = 15, 8Pd 
由 弯 矩 在 截面 形成 的 最 大 正 应 力 是 ;mm 一 总 = 上 S84 - 505.6 .二 


W, 和 于 3 nd 
sond 
该 截面 的 招 失 是; T= 二 Psinf ，10d 一 5y2Pd 
由 扭矩 在 截面 形成 的 最 大 蕴 应 力 是 : = 一 下 一 2 Ye 一 80vZ 
165 


在 截面 危险 点 取 单 元 体 分 析 如 图 8-18 所 示 


yy 
Tt TT 
t 
0 x 
一 一 一 


图 和 18 
由 最 太 前 应 力 理 论 ， 
go = WE 十 4 = (oo) + dr 
= V(2 万 十 505. 6)2 + 4X (0 。 -天 一 556， 卫 177. 上 £ 


nd di 
评注 ,这 是 省 考察 组 合 变形 和 强度 理论 的 生 础 题 ,学 撕 各 相 关 概念 便 可 。 
人 恒 8] 如 图 8-19 所 示 , 直 径 为 50cm 的 两 个 相同 皮带 轮 , 当 n = 1007/min 时 ,传递 功率 
N 一 7. 36kW,C 轮 上 皮带 蚌 水 平 的 ,DD 轮 上 是 铝 垂 方向 的 .皮带 拉力 一 1.5kNT > Ti。 设 
轴 材 料 许 用 应 力 [o] = 80MPa; 试 根据 第 三 强度 理论 选择 轴 的 直径 ,皮带 轮 的 自重 路 去 不 计 。 
《华东 理工 大 学 ,2001 年 ) 


+40cm BOcm -~ 25etm 


图 8-19 
解 ” 由 功率 的 计算 公式 ,皮带 轮 传 递 的 扭矩 是 ， 
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了 _. .了 13 。 
M = 3 9., 55 本 9.55 XX 100 0, 7CKEN my) 
BO 
而 一 (一 了 全) 有 
于 是 一半 下 一 0 XO0.3 二 — 3.83(kN) 
将 皮带 轮 的 拉力 向 轴线 简化 ,如 图 8-20 所 示 ， 
A 0.7TkNm B C5.33kN 7 
网 D 乡 下 
NN 当 
5.33KN 0.7kN-m ” 
加 图 8-20 
轴 的 内 力图 如 图 8-20 所 示 ， 
My 
1.42KMNm 
Mz: 
,7kEN-m 
天 
8-21 
从 图 8-2] 知道 也 截 而 是 危险 截面 。 


该 截面 的 侣 弯 矩 是 ; M 一 v0.4 开 二 142 一 148(KN my) 
该 截面 的 扭矩 是 , 了 = 0, 7kKN.，m 
由 第 三 强度 理论 5 内力 形式 )， 


oo 一 并 ， VT TM < [0] = 80(MPa) = 80 x 10° (Pa) 


1 


即 卫 一 X1. 64X10'<<80X10 
3nd 
4 之， A 办 = 0. 06Cm) = 60Cmm) 
选择 轴 的 直径 为 60mm。 
评注 ;在 杆 忻 的 危险 截面 不 能 直接 判断 出 来 时 ,应 先 画 出 其 各 内 力图 ,再 综合 各 内 力 大 小 得 
到 危险 截面 的 位 置 。 


【 例 93 如 图 8-22 所 示 钢 制 圆 截面 折 杆 ABC, 其 模 裁 而 直径 4d = 10cm 材料 的 许 用 应 力 为 
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[oj] = 135MPa, 不 计 杆 权 截面 上 前 力 影响 , 试 按 第 三 强度 理论 校 核 此 杆 强 度 , (湖南 大 学 ,2001 


年 ) 


图 22 


解 将 作用 力 请 向 杆 轴 AB 简化 得 到 作用 在 B 点 的 力 Fr" 二 8kN 和 扫 矩 工 一 8X0.5 一 
4(kN。my) 。 


令 轴 AB 的 最 大 这 乒 发 生 在 虐 也 点 工 处 ,由 驻 值 条 件 ,S 一 Q 一 ge 一 Fr1 一 42 一 8 一 0 
= 2 
此 时 Mez) 一 8X2 一 二 xX4x2 = 8CkN em) 


2 
由 第 三 强度 理论 ， 


gs = 于 .v 环 于 到 一 了 L , /axm oy 
: TO 1) 


= 91 Xx 10 (Pa} =—= 91 (MPa) < 二 fc] = 135(MPa) 
所 以 此 村 的 强度 满足 要 求 。 
评注 :只 要 利用 驻 值 条 件 正 确 计算 出 最 大 弯 矩 所 在 位 置 ,本 题 便 十 分 简单 。 
【 例 10】 偏心 拉 昼 杆 ,弹性 模 量 为 下 ,尺寸 及 受 力 如 图 8-23 所 示 , 试 求 ， 
(1 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 的 位 置 和 数值 ; 
(2) AB 长 度 的 改变 量 。( 北 方 交 通 大 学 ,2001 年 ) 
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解 (1) 将 拉力 已 向 形 心 口 简化 得 到 经 过 形 心 口 的 拉力 P = P, 弯 算 MG 一 PP， 全 ， 


__ 
M, =P， 2 a 
由 拉力 P' 引起 的 拉 应 力 均匀 分 布 在 全 截面 ,大 小 是 :of 一 辫 = 二 
下 
M， 了 了 32 
由 这 矩 M 引起 的 最 大 拉 应 力 发 生 在 AE 边 上 ,大 小 是 过 一 各 一 一 之 二 部 
¥ 一 天 
6 
nh 
， M p" 本 3p 
由 霖 给 X 引起 的 最 大 压 应 力 发 生 在 CD 边 上 ,大 小 是 以 一 秀一 也 一 六 
于 


Pp 
同 理 ,由 弯 逢 M 引起 的 最 大 拉 应 力 发 生 在 AD 边 上 ,大 小 是 有 9 一 部 = 了 一 = 尖 
下 


kp’ 
.各 
由 弯 炬 Mz 引起 的 最 大 压 应 力 发 生 在 CE 边 上 ,大 小 是 叱 一 摊 = 本 二 一 中 
—php’ 
6 


综合 以 上 ,最 大 拉 应 力 发 生 在 A 点 ,大 小 是 只 十 中 十 有 一直 十 疆 十 绽 二 7， 走 ;最 大 下 


应 力 发 生 在 C 点 ,大 小 是 一 地 十 中 十 吧 = 一 世 十 这 十 让 一 5 .至 ， 
Pp 
(2) 由 (1) 问 容易 得 到 AB 边 上 的 线 应变 是 : ee 一 一 一 读 


于 是 ,AB 长 度 的 改变 值 是 ; Alu 一 2 en 一 2 


评注 :对 于 矩形 截面 的 仿 心 力作 用 题 ,读者 在 解 题 时 可 以 直接 判断 最 大 应 力作 用 点 位 置 。 
【 例 11〗 如 图 8-24 所 示 一 矩形 截面 适 铁 注 承 受 偏心 压力 呈 作 用 .P 力作 用 点 可 以 在 柱 顶 


图 8-24 
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面 上 以 形 心 O 点 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆周 上 移动 。 柱 的 隋 载 能 力 由 抗 拉 强 诬 榨 制 .材料 的 许 用 拉 
应 力 是 [e]; 一 300MPa,P 一 150mm,h 二 200mmyr 一 80mm。 

求 :(1) 当 书 力作 用 在 开 点 时 ,此 柱 的 许 用 载荷 LP] 值 ; 

《2) 当 忆 力作 用 在 圆周 上 和合 处 时 , 柱 的 许 用 载荷 为 最 小 ?其 值 LP]。 一 ? 

《3) 当 卫 力作 用 在 圆 局 上 和 体 椒 时 , 柱 的 许 用 载荷 为 最 大 ?其 值 [P1,。 一 ?( 同 济 大 学 ,2001 
年 ) 

解 (1) 当 压力 作用 在 点 时 ,将 压力 了 简化 至 形 心 位 置 口 得 到 轴 力 NN 二 了, 弯 第 MM 一 PP， 
sx 一 一 0.048。 卫 , 弯 惩 ML 一 一 了 P， yx 一 一 0.064P 最 大 拉 应 力 发 生 在 忆 点 。 


= ,_ _N _P P 
由 轴 力 N== 卫 在 点 引起 的 不 应 力 是 : 只 一 一 全 一 一直 一 一 下 一 一 33.3P 
由 弯 类 My 在 C 点 引起 的 拉 应 力 是 ; d 一 认 一 一 一 一 一 一 8P -6p 


X02X0.15 EEX.2X015 


由 弯 征 M, 在 C 点 引起 的 拉 应 力 是 : 


2 = 一 RM —0,064P 0.064P 
? 一 一 一 


和 io 15xo0.2 EX0.15X0.2 


一 64P 
6 
所 以 C 点 的 拉 应 力 是 : 
Ge = 二 +a + =—33.3P+64P+64P = 94.7P < [ol = 30X 10°(Pa) 
P317000(N) = 317(kN) 
即 此 柱 的 许可 载荷 是 [LP] = 317kN 
(2) 当 卫 力 作用 在 圆周 上 ,其 截面 如 图 8-25 所 示 ， 


图 8-25 
由 对 称 性 只 考虑 己 力 作用 在 第 一 象限 的 情况 。 此 时 ,9E [0, 乞 ], 且 最 大 拉 应 力 发 生 在 A 
点 ;表示 如 下 : 
a P 十 af AM 一 也 Pr cosd — Prsing 
A MM W,. 0.15xX0.2 EX0.2xX0.15 二 X015X0.% 


= P+|[—33.3 二 1333rcosd 十 1000rsing] 
当 ua 取 最 太 值 时 ,由 和 些 值 条 件 


二 36。 


3 = P.[—1333rsing 十 1000reos 所 一 0 


2 
如 一 tam (0. 75) 一 37", 且 此 时 人 从 二 PP，[ 一 1333rcos9 一 1000rsin8] < 0, 福 中 极 大 值 条 


此 时 oa 二 了。 [一 33.3 十 1333X0.08XX 寺 十 1000X0.08X 主 ] 


= 100P [ol = 30 Xx 10'(Pa) 
Ps 30Xiot(N) = 300(kEN) 

即 LPJ- 一 300kMN 

当 g = 二 0 时 ,op = 二 P.，[ 一 33,3 十 1333 X0.08] 一 73P 
(3) 。 

当 8 = 二 390° 时 ,op = P: [一 33.3 十 1000X0,.08] 一 46,7P 
比较 8 二 中 ,37 ,90" 时 ow 值 的 大 小 得 到 四 的 最 小 值 是 ， 

on 一 46. ?P< [ol] = 30 Xx 10° (Pa) 
P642 X10%(N) = 642kN 


即 [Pjw: = 642kN 


评注 :本 题 立 意 新 颖 ,但 只 要 读者 能 够 正确 建立 最 大 应 力 值 和 了 力作 用 点 位 置 ( 的 函数 关 
系 , 问 题 便 是 一 个 简单 的 极 值 问题 。 


【 例 12] 试 求 如 图 8-26 所 示 梁 中 的 最 大 应 力 。{( 中 南大 学 ,2001 年 ) 


k 3000 一 一 


图 8-26 


图 8-27 


其 中 ， 
P, = Psina ~ 25 X sin30 = 12. 5kN 
P, = Peosa 一 25 Xeos30 一 21. 6kN 
AB 梁 发 生 压 村 组 合 变形 , 作 受 力图 如 图 8-28(a) 、(b) 所 示 ，。 


1 37。 


B 
B 
NA 
要 CO N=P-125KN 入 MB 18.7ENm 
Wy 


(b} 


图 8-28 


由 轴 力 在 滩 的 AC 段 中 形成 的 帮 应 力 是 :m = 一 全 一 一 2 和 45 一 一 0. 26CMPa) 


由 计策 在 洪 AB 中 形成 的 最 大 不 应 力 是 im= 一 在 * = 一 了 于 一 一 一 7 8(MPa 


< 16X0.3 


那么 , 梁 中 的 最 大 压 应 力 发 生 在 C 点 左 截面 上 边缘 ,其 值 为 

[omx le 一 四 十 轩 一 一 0.26 一 7.8 = — 8.05(MPa) 

[Few = 0 os = 0++7.8 一 7.8(MPa) 

评注 :在 外 力作 用 的 C 处 , 左 端 面 上 有 最 大 弯 托 和 轴 力 , 因 面 是 危险 截面 ,上 面 有 最 大 压 


应 力 。 

【 例 13] 钢 制 曲 换 ABC 安置 在 水 羊 面 肉 ,AB 和 BC 垂直 ;如 图 8-29 所 示 。 其 A 端 固定 ， 
C 端 挂 有 钢丝 强 , 强 长 5 二 ?2. 1m, 截 面积 A 二 0. 1cm’ ,其 下 连接 吊 鼻 中 ,重量 QQ 二 100N 的 重 物 放 
在 呀 盘 上 。 已 知 a=40cm,y1 一 lm,8 二 1 5cemyh 二 2cmsd 二 4cm; 锦 的 EE==210GPa,G=82GPa, 


[oj]=160MPa。 不 计 曲 换 、 吊 盘 . 钢 丝 绳 自重 。 


图 8-29 
C1) 找到 AB 段 的 危险 截面 和 危险 点 位 置 , 并 画 出 应 力 状 态 , 注 明 应 力 天 小 和 方向 ; 
(2) 用 第 四 强度 理论 校 核 曲 扣 AB 段 强度 ; 
<3) 求 曲 拐 C 端 及 钢丝 孔 端 竖 直 方向 位 移 。( 上 海 交 通 大 学 ,29000 年 ) 
解 (1)AB 上段 中 ,A 截面 的 弯 矩 和 扭矩 上 共有 最 大 值 ,是 危险 截面 。 
其 计算 是 ;Ms== Qi 二 100X1 一 100(0N im) 
其 扭矩 是 ;Ts 二 Qa 二 100X0.4 = 40(N.， my) 
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其 危险 点 为 表面 最 高 点 和 最 低 点 ,应 力 状态 分 别 如 图 8-30(a) 、(b) 所 示 , 应 力 大 小 是 : 


TF 二 下 
克 呈 一 一 一 一 -| 三 -一 性 
加 四 
图 8-30 
一 认 = 了 100 = 15, 9CMPa) 
:1 xnxx (C0.04): 
35 
-一 再 = 工 一 所 = 3.2(MPa) 
— XX (0,04) 
16 
(2) 由 第 四 强度 理论 ， 


au 一 vv 本 十 3 = wl, 9 十 3X(3,2)2 = 16,8MPa) < [go] = 160(MPa) 
ABRB 段 的 强度 满足 要 求 。 


(3) 将 作用 在 点 的 力 入 简化 到 卫 点 ,得 到 作用 力 Q =Q 和 扭矩 工 一 Qa 如 图 8-31 所 示 ， 


0Q=0 
A 一 一 T=-Qa 
图 8-31 
则 旦 点 的 接 度 和 扭转 负 是 ; 
QP _e 
fs = 3ET 一 3FI' 和 全盘 向 下 ) 


ST_ Qi yn 
后 一 本 一 密 关 ( 河 顺 时 针 方 向 ) 


由 忆 点 位 移 引 起 的 C 点 找 度 是 : fa 一 疡 十 和 va 一 入 + 个人 和 直 向 下 ) 


3EI 
当 
由 作用 力 仅 引起 的 点 找 度 是 ; fa 一 今 7( 生 直 向 下 ) 
所 以 忆 点 的 拨 度 是 : 
[a 请 Qi 3 
fe 一 faut fe 一 aFi 十 GY, + 3ET 
100 X 1 100Xx 0.42 XxX1 
3 X210 Xx 10? x 南 XwX 0,04) 82 X10 X 吉 Xx xX (0.04) 
十 100 x (0, 0)’ = 0. 3Cem) 


3 Xx 210 Xx 10 x 二 x 0, 015 x 0. 02 
也 点 的 竖 直 位 移 由 己 点 挠 度 和 钢丝 伸 长 两 部 分 组 成 , 即 
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1l00 x 2.1 
210 X10 x 0,1 x 10% 
评注 ; 曲 拐 的 组 合 变 形 计算 在 考研 习题 中 非常 常见 ,其 中 人 点 位 移 还 可 以 使 用 卡 氏 定理 方 
法 和 单位 力 法 来 求解 。 
【 例 141 一 压缩 气体 的 喧 饶 (容器 ) 用 钢 索 捆 着 ,水 平 起 吊 如 图 832 所 示 , 容 器 的 长 度 是 4cm 
直径 为 1m, 壁 厚 为 6mm; 容 器 内 气体 的 气压 是 0. 36MPa, 假 定 容器 自重 包括 被 压缩 气体 的 重量 是 每 
米 1500 试 求 A.B 两 点 处 的 主 应 万 ,并 画册 单元 体 的 受 力 图 。( 中 南大 学 ,2001 年 ) 


万 = 产 + 合 = 3.0X107 | = 0.31(Ccm) 


8-32 
解 ” 容 器 单位 长 度 内 的 重量 是 gq 一 4500N/M 
总 重量 是 :P==1500X4 二 6000N 


| 钢 索 张力 是 : 工 一 >- =- 交 p 


2sina 2 


PP 
轴 力 是 : N 二 Dam = P = 6000(N) 


| 其 中 ， sina = 是 ,tana 一 


1 
2 
AB 截面 的 弯 矩 是 , M = 六 x(2—0. 5)—3aX2+ NXo. 5 一 5P = X6000 一 4500 


《Nm 
_ PD 0.36X10xX1 _ 
AA,B 两 点 的 环 向 应 力 是 ;oo, 一 2 Sx6xXI0 30 (MPay 
各 点 的 纵向 应 力 是 : 
,了 _N_M_036xICX1 6000 4500 
3 
XXX 一 .99 和 区 XxrXBXx[L 一 人 G 和 ) 
一 13. 7(MPa) 
B 点 的 纵向 应 力 是 ; 
_PD_N 0.36X10x1 6000 
mT A 4x6xI0 1 14.7 CMPa) 


下 XxxXl:—0.994) 


*] Oe 


态 .B 两 点 的 单元 体 应 力 状 态 分 别 如 图 8-33(a) 《by 所 示 。 


30MPa 30MPa 


< —» 13.7MPa -| __ 14.7MPa 
(a) (hb) 
图 8-33 
评注 :起 吊 的 容器 发 生 讨 弯 组 合 变形 ,同时 容器 的 内 部 气体 压强 也 会 引起 容器 产生 环 向 和 
纵 问 应 力 ,容器 的 真实 应 力 是 两 部 分 的 应 力 登 加 。 


【 例 15】 简 支 粱 中 点 爱 横向 集中 力 PP 点 作用 , 梁 截 面 尺 寸 如 图 8-34 所 示 , 计 算 梁 上 最 大 
拉 、 计 应力; 并 指出 所 在 位 置 。( 同 济 大 学 ,2000 年 ) 


| i | 2 | 
图 8-34 


解 ” 设 截面 形 心 距离 工 形 梁 顶 缘 S 如 图 8-35 所 示 : 


= 


图 8-35 
则 由 组 合 图 形 形 心 公式 . S = 3 4，052 十 ar2av2g 1 1a 
” Sa。t4d 十 QQ。，2c " 
鹤 面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 是 ， 
l= pc (3a 十 南 "24e00 =— 2.4da' 
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L = 证" 3a" 十 34 as (0.6a)? 十 击 *a* (2a)? 二 a+ 24+ (0 90) 一 3. 694t 


将 己 力 分 解 成 P, = peos30 = P,P, 一 Psin30" 一 士 P， 


梁 的 弯曲 可 以 袖 为 在 P, 作 用 下 沿 平面 zy 的 弯曲 和 在 P: 作 用 下 沿 平面 xz 的 弯曲 两 部 分 的 
玖 加 ,最 大 接应 力 发 生 在 d 点 , 即 


MM Py Pd 
= -> = 
Comx 1.94 十 本 0, Da 2 da 1. 9a + 3 oa DO. oa 
1 .v3p., 1.1 
2 2 ,018Pl 
2. 4a “ 3, 62at ” a 
最 大 压 应 力 发 生 在 a 点 , 即 
1 ,3 1 .1 
— a Pr —P 站 
_M M. _ 4 2 4 2 — 0Q.1951F! 
Om 一 工 1. 1ea 十 1, 54 一 a 1.1a 十 一 020 1, 5a 一 二 


评注 :对 组 合 变形 的 计算 应 将 其 分 解 成 单一 变形 的 春 加 。 

【 例 161 如 图 8-36 所 示 某 矩形 截面 杆 受 轴 向 偏心 集中 力 P 作 用 .用 电阻 应 变 片 在 杆 侧 向 
点 AA 处 测 得 与 杆 轴 线 呈 a 二 45" 方 向 的 钱 应 恋 e 一 一 80X107, 已 知 偏心 集中 力 P 二 2100kN， 
杆 的 弹性 模 量 卫 = 40GPa, 泊 松 比 二 0.3, 和 矩形 截面 尺寸 上 二 45cm,5 二 30cm, 试 求 集中 力 了 
对 截面 形 心 的 俩 心 距 e。( 武 汉 大 学 ,2003 年 ) 


图 8-36 


解 将 偏心 力 忆 简化 到 截面 中 心口 点 , 则 有 轴 压 力 N 一 卫 和 绕 z 轴 的 弯 逢 M, = Pe; 入 点 


a] 2 


处 于 单 向 压强 应 力 状 态 , 其 压 应 力 是 ，: 


状态 。 


P MM. PP Pe 
“ A TW, oh ph’ 
6 
对 入 点 ,由 广义 胡 克 定律 ， 
1 
sx 一 二 (一 wo 一 下 
le 二 小, (66) 一 — 。 
z E 3 所 王 E 
Te 
加 一 个 0 
由 斜 截 面 上 的 线 应 变 公式 ， 
se 一 士气 可 。cos[2 X (一 45?7 一 学 » sin[2 X (一 45°)] 
1 yo 1. 0 _ ,rl 一 035 
2° ET 2x Xi 80 X10 


解 出 so 二 一 9.14 X10:(Pa) = 一 9 14(MPa) 
将 其 代入 址 访 点 压 应 力 表 达 式 ,有 


s=—P_ M210xX1l0 2100Xi10p __gl4x10 
A VW, 45 X10 X30X10? 45X10° X30x107 “ 


解 出 e = 0, 143m 
评注 : 柱 受 偏心 压缩 载荷 时 , 只 要 载荷 处 于 截面 核心 以 内 ,其 内 任 一 点 处 于 单 轴 受 压 应 力 


第 二 节 习 题 


一 .填空 题 
利用 全 加 法 求 杆 件 组 合 变形 的 条 人 忻 是 : 和 
二 ,选择 题 


1. 偏心 拉 伟 5 压缩 ) 实 质 上 是 的 组 合 变形 。 
点 .两 个 平面 弯曲 
B. 轴 向 接 伸 5 正 缩 ) 与 平面 弯曲 
C. 轴 向 拉 伸 5 压 编 ) 与 前 切 
D. 平面 弯曲 与 扭转 
2. 梁 的 正 应 力 公式 是 在 “平面 弯曲 ”前 提 下 推导 得 到 的 ,平面 弯曲 * 即 。 
六 , 梁 在 平面 力 系 作用 下 产生 的 弯曲 
8B， 梁 的 内 力 只 有 弯 矩 没有 剪 力 的 弯曲 
C. 梁 的 横 截 面 变形 后 奶 为 平面 的 杰 曲 


中 43。 


D, 梁 的 轴线 弯曲 变形 后 仍 为 ( 爱 力 平面 内 ?平面 曲线 的 弯曲 
3. 根据 杆 件 横 截 面 正 应 力 分 析 过 程 , 中 性 轴 在 什么 情形 下 才 会 通过 截面 形 心 ? 关于 这 一 
问题 ,有 以 下 四 种 答案 , 试 分 析 哪 一 种 是 正确 的 
和 .一 0 或 MI 一 0 FN 0 
B. M,=M,=0, Fu 天 0 
(一 DA 大 0FN 0 
D. M, 关 0 或 M. 隆 0 ,Fy 二 0 
4, 关于 斜 弯曲 的 主要 特征 有 以 下 四 种 答案 , 试 判 断 哪 一 种 是 正确 的 。 
态 ，MMD 关 0,M, 关 0, Fwy 关 0; 中 性 轴 与 截面 形 心 主轴 不 一 致 , 且 不 通过 截面 形 心 
B. My 了 0,M, 关 0, Fn 二 0, 中 性 轴 与 截面 形 心 主轴 不 一 致 ,但 通过 截面 形 心 
C. M0;M 关 0; Fm 一 0,; 中 性 轴 与 截面 形 心 主轴 平行 ,但 不 通过 截面 形 心 
D, My##0,M 尖 0, Fu 天 0, 中 性 轴 与 截面 形 心 主轴 平行 ,但 不 通过 截面 形 心 
5. 四 种 不 同 截面 的 基 壁 梁 , 在 自由 端 承 受 集 中 力 ,其 作用 方向 如 图 8-37 所 示 , 图 中 为 弯 
曲 中 心 。 关 于 哪 几 种 情形 下 ,只 弯 不 扭 ,可 以 直接 应 用 正 应 力 公 式 , 有 以 下 四 种 结论 , 试 判断 哪 
一 种 是 正确 的 


CO 


(ce) 他 


图 8-37 


A 役 (a) ,(b) 可 以 B. 向 Cb) (6) 可 以 
C. 除 (c) 之 外 都 可 以 D, 除 () 之 外 都 不 可 以 
6. 杆 件 在 变形 时 ,其 危险 点 的 应 力 状 态 为 如 图 8-38 所 示 状 态 。 
A 震 弯 曲 B. 偏心 拉 伸 
C， 拉 蛮 组 全 D. 弯 折 组 合 


图 8-38 


7. 如 图 8-39 所 示 四 个 单元 体 中 的 哪 一 个 是 图 未 提 轴 点 a 的 初 应 力 状 态 


计生 4 


图 8-39 
8. 焊 件 内 力 情 况 如 图 8-40 所 示 , 欲 用 第 三 强度 理论 对 A、B.C.D 四 个 截面 进行 校 验 , 现 有 


如 下 三 个 公式 ， 
[DD 
图 8-40 
(os = obs 一 YF TIT (Oo = MMF. 
式 中 必 os 为 危险 点 主 应 力 ,a.r 为 危险 点 处 槛 截面 上 的 应 力 ,M、T 为 危险 点 处 模 截 面 上 的 


下 述 表达 , 哪 一 项 正确 ? 。 
A.A.B.C、D 四 个 截面 的 相当 应 为 用 (Ca) (bl) (ec 表达 均 可 以 
及 对 四 个 截面 都 适用 的 相当 应 力 公式 只 有 (a) 
CC. 三 个 表达 式 中 没有 一 个 适用 于 全 部 四 个 截面 
D. (a) (by 两 式 对 全 部 四 个 截面 都 适用 


| 弯 矩 和 扭矩 。 
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三 ,判断 题 


1. 在 各 种 受 力 稍 说 下 ,脆性 材料 都 将 发 和 尘 脆 性 断裂 而 破坏 。(  ) 
2. 实心 加 和 空心 圆 的 截面 核心 均 是 空心 贺 。 (  ) 


\ 计 算 题 


1. 如 几 8-41 所 示 癌 截面 悬 愉 梁 ,直径 d = 130mm, 弹 性 模 量 忆 = 10GPa，。 在 梁 的 水 平 对 
| 称 面 内 受到 Pi 二 1. 6kN 的 作用 ,在 竖 直 对 称 面 内 受到 P; 二 0. 8kN 的 作用 。 试 求 ; 
(1) 梁 的 模 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ; (2) 梁 的 最 大 找 度 。 


图 8-40 
| 2. 如 图 8-42 所 示 , 发 机 起 落架 的 折 轴 为 管状 截面 ,内 径 4 一 70min, 外 径 喇 =80mm, 材料 的 
许 用 应 力 [o] 二 100MPa, 试 按 第 三 强度 理论 校 核 折 轴 的 强度 , 若 P=1kN,Q=4kN， 


400 


250 


图 8-42 
3. 通过 电 测 应 变 确 定 贺 轴 的 工作 荷载 只。 如 图 8-43 所 示 ,P 力作 用 在 垂直 轴线 的 平面 内 ， 
与 网 周 切线 成 x 二 30"。 轴 的 直径 DD==10cm;E 一 210GPa,y 一 0.3。 试 在 轴 的 表面 上 标 出 贴 应 
变 上 请 ( 兵 限 一 片 ) 的 位 置 和 方向 , 写 出 P 力 的 算式 ,并 求 当 所 测 应 变 es 二 3X10-* 时 也 的 大 小 。 


图 843 


志 46。 


第 9 章 ”能 量 方法 


知识 要 点 


本 章 主 要 介绍 了 能 量 方 法 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包括 : 
《了 DD 杆 忻 的 变形 能 ; 

(2) 功 的 互 等 ; 

‘3) 卡 氏 定 理 ; 

《4) 虚 功 原 理 ; 

《5) 单 位 荷载 法 以 及 莫 尔 积分 。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 


1. 变形 功 与 变形 能 


如 图 9-1 所 示 , 弹 性 杆 受 拉力 了 作用 , 当 忆 从 零 开始 到 终 值 P: 缓慢 加 载 时 ,力也 在 其 作用 
方向 上 的 相应 位 移 也 由 零 增 至 A 4 而 做 功 , 称 为 变形 功 。 


上 
w=| PdA 
名 
P 
nh 
~ -4 2 a PA 
¥ el 
不 
FF 
0 de 如 | 七 
图 9-1 


与 此 同时 弹性 梓 被 拉 长 A 4 而 具有 做 功 的 能 力 ,表明 杆 件 内 储存 了 变形 能 。 
单位 体积 储存 的 应 变 能 称 为 应 变 比 能 ,x 一 | od 


整个 杆 件 的 变形 能 为 :U 一 [uav 


"47" 


如 果 略 去 拉 伟 过 程 中 的 动能 及 其 他 能 量 的 变化 与 损失 , 由 能 量 守恒 原理 ,村 件 的 变形 能 U 
在 数值 上 应 等 于 外 力 做 的 功 王 , 即 有 

U=W 

这 一 对 变形 体 都 适用 的 普遍 原理 称 为 功能 原理 ,弹性 固体 变形 是 可 闭 的 , 即 当 外 力 解 除 后 ， 
弹性 体 将 恢复 其 原来 形状 ,释放 出 变形 能 而 做 功 。 

但 当 超 出 了 弹性 范围 ,其 有 塑性 变形 的 固体 ,变形 能 不 能 全 部 转变 为 功 ,因为 变形 体 产 生 逆 
性 变形 时 要 消耗 一 部 分 能 量 , 留 下 残余 变形 。 


2. 余 应 变 比 能 与 卡 氏 定理 


变形 体 受 外 力作 用 时 的 余 功 定义 为 ,W. = | ,AdP 


其 中 P 是 外 力 从 零 增 加 到 的 终 值 ,仿照 功 与 变形 能 相等 的 关系 ,将 余 功 相应 的 能 称 为 余 
能 ,用 Ce 表示 。 余 功 与 余 能 相等 , 即 ， 


U. — W, 一 上 AdP 
定义 单位 体积 余 应 变 能 (或 应 变 余 能 ) , 称 为 余 应 变 比 能 :u. 一 | ede 
由 此 整个 结构 余 应 变 能 可 写成 :D。 一 | xdy 


应 指出 : 余 功 . 余 应 变 能 . 余 应 变 比 能 其 有 功 的 量 网 ,是 变形 体 的 另 一 能 量 参数 ,但 都 没有 具 
性 的 物理 概念 ,只 是 常 力 所 做 的 功 减 去 变 力 所 做 功 余 下 的 那 部 分 功 。 


如 图 9-2 所 示 ,R 增加 微量 Ps ; 则 有 
5 一 | “ddp = A wdP 
[ PD 四 一 乌 Ek 天 


又 中 一 UP,PL,P)， gr 一 Sop, 
上 


由 SW. = 次 1 一 和 :一 了 (Crotti 一 Engesset 定理 ) 


_ a 
二 aP， ( 卡 氏 第 一 定理 ) 
3. 能 量 原理 


固体 力学 中 运用 功 与 能 有 关 的 基本 原理 统称 为 能 量 原 理 , 由 此 发 展 出 来 的 方法 称 为 能 
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量 法 。 
能 量 原理 是 在 总 体 上 从 功 与 能 的 角度 考察 变形 体系 统 的 受 力 ,应 力 与 变形 的 原理 与 方法 ， 
是 进一步 学 习 固 性 力学 的 基础 ,也 是 当今 应 用 甚 广 的 有 限 元 法 求解 力学 问题 的 重要 基础 。 


4. 杆 件 不 同 受 力 情况 下 的 变形 能 
1) 轴 向 拉 体 或 压缩 线 弹 性 杆 件 
拉 、 压 杆 应 变 比 能 ;& 一 ye 一 开 年 或 坟 Ee? 


es 


其 中 o 一 从,N 是 内 力 ( 轴 力 ),A 是 截 面 面 积 ,! 是 杆 长 。 
对 于 等 截面 杆 ,内 力 N = P = 常数 , 线 弹性 范围 内 拉 压 杆 的 变形 能 : 
U 一 外 一 方 PA 而 杆 的 伸 长 (或 缩短 ) 为， 


上 式 可 改写 成 


2) 纯 剪 ,扭转 线 弹 性 杆 件 
线 弹 性 材料 纯 剪 应 力 状 态 杆 件 的 应 变 比 能 为 ， 


1 王 
2 2G 


扭转 杆 的 变形 能 ; 


U= juv = | | 26d4dz = A 2 2 多 dadz 一 0 , Pe 


其 中 T = prdA ,T(z) 是 截面 上 的 扭矩 (内 力 )， 
对 于 受 扭 转 力帆 矩 m 作用 的 等 截面 圆 杆 ,如 果 杆 件 材料 是 纯 弹 性 的 , 则 其 扭转 角 为 : 
_m 
?Gh 
mL 
扭转 力 物 算 mi 所 作 的 功 为 : W = ; EL DUIp 
二 _w— 1 _ mt 
故而 扭转 变形 能 为 :U 二 W 二 mp ET 
3) 线 弹 人 性 染 弯 曲 


1 oAM)y 
弹性 可 曲 杆 的 应 变 比 能 :一 了 < 一 各 一 让 人 


整个 杆 的 变形 能 :U = | way = [| yrdA jdz = 号 全 dz 


o ZEI 


EY 
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其 中 I 二 | ydA ,MCz) 是 梁 截 面 的 杜 矩 (内 力矩 ) 。 


对 于 弹性 纯 弯曲 梁 , 其 两 端 受 弯曲 力 偶 算 mr 作用 ,m 由 零 开 始 逐 渐 增 加 到 最 终 值 , 则 两 端 截 
面 的 相对 转角 为 8, 则 弯曲 力 侦 矩 所 做 的 功 为 : 
na 


一 工 mg,8 一 型 
W= F500 ~ 


所 以 杆 的 应 变 能 为 :一 W = 到 md 一 3 ml 


I 

对 于 纯 杰 曲 梁 M(x) 二 m 二 常数 

4 广义 力 与 广义 位 移 

对 于 拉 压 杆 .扭转 杆 \ 弯 曲 杆 的 变形 能 可 统一 写成 :DT 一 W 一 去 P3 

式 中 旺 在 拉 伸 时 代表 拉力 ,扭转 时 代表 担 转 力 偶 矩 , 硒 曲 时 代表 弯曲 力 偶 矩 ,P 称 为 广义 
力 , 而 与 之 相应 的 位 移 8, 称 为 广义 位 移 ,如 拉 伸 时 它 是 与 P 相 应 的 线 位 移 A 43 扭转 时 , 它 是 与 所 
转 力 偶 矩 相应 的 角 位 移 9; 查 曲 时 , 它 是 与 弯曲 力 偶 矩 相应 的 截面 角 位 移 9 更 一 般 地 说 ,广义 力 
矢量 与 相应 广义 位 移 矢 量 的 点 积 等 于 功 。 

5) 非 线性 弹性 材料 的 构件 的 变形 功 、 变 形 能 


对 于 非 线性 弹性 材料 的 构件 ,U 一 W = 地 3 式 仍 成 立 ,变形 能 与 应 变 比 能 为 ; 


UU= 镀 = | Paa ,二 | oa 


MECxY dr A Cr dr 
vu, —| 2FI :Uz 一 2GA 


横 力 弯曲 总 应 变 能 : 
_ fF MECr) dr EQ Crydr 
中 一 局 十 | ET +| ey 
对 于 秆 形 截面 梁 无 量 例 参数 上 为 ， 
Ar (Cs: ): 


-4 144 人 位 1 py 6 
i 就 于 二 人 交 )iday 一 


dA 
对 其 他 截面 形状 , 同 理 可 求 得 相应 的 ,例如 贺 形 截面 一 号, 回 管 截面 粱 二 2。 


5. 变形 体 虚 功 原理 


虚 位 移 : 满 足 变形 协调 条 件 与 位 称 边 界 条 件 的 小 变形 可 以 是 真实 位 移 , 也 可 以 是 虚拟 位 移 ， 
可 以 是 该 点 作用 力 产生 ,也 可 以 是 其 他 点 作用 的 力 产生 。 
全 . = WW, 
虚 功 ( 虚 位 移 ) 原理 :外 力 在 虚 位 移 上 所 作 的 外 虚 功 这 ., 恒 等 于 内 力 在 虚 变 形 上 所 作 的 内 虚 
功 。 
虚 巧 原理 适用 线 弹 性 体 . 非 绕 性 弹性 体 . 非 弹 性 体 .任意 村 件 虚 功 计 算 公 式 为 : 
Wa = Nd + QAdA" 十 Mid8 + Tdp’* 
具体 含义 如 图 9-3 所 示 
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da™ 
时 全 让 本 dp* 
ds | 


图 9-3 
w= | Nd +| ad +| Madb +| Tdg 


6. 单位 载荷 法 以 及 葛 尔 积分 


(1) 单位 载荷 法 :利用 变形 体 的 虚 功 原理 ,建立 一 种 计算 结构 上 某 一 点 某 方向 上 位 移 的 一 
般 方 法 , 即 为 单位 载荷 法 。 

实际 载荷 引起 的 变形 和 蛤 ,dg,qgp,du, 作 为 虚 变 形 , 待 求 点 位 移 ( 广 义 )A 是 实际 载荷 的 真实 位 
移 , 是 单位 力 的 虚 位 移 。 

设想 单位 力 引起 内 力 N(x) ,Mir) ,T(z) ,QQ(r)。 

对 于 线 弹 性 与 非 线 性 弹性 体 : 

Wi = Wh 


Ari=| Ned+| Tdpt| M,Cz)d, + | B.C) dy, 
对 于 弹性 体 


_ N(xzydr _ Tizydr 
$= EA dp = GI, 


有 MI CTIdx ME (XI)dx 
d, = EL 4 一 这 
可 得 ， 


_ [Nr)N(Gx) 了 (z) 工 ( 工 ) M, CX)IM, (Cx) M., (xTIM, Cx) 
A= | ~ dr +] GI dc 十 | 二 dz 十 | FE 中 


(2) 莫 尔 (Vohr}) 积分 
设 一 线 弹 性 系统 ， 受到 一 组 广义 载荷 FF Fas Fs Fh, 作用 商 发 生变 形 ， 其 内 力 为 
Nz) ,MCTD) ,M(x) , 若 要 求 任 一 点 i 沿 任 一 方向 的 广 闵 位 称 A ,可 在 i 点 Ai; 方 向 加 一 广 闷 单位 
力 PR 二 1, 其 相应 的 内 力 为 Cr) :agriz) 则 广 六 位移: 
NN rr) MTNP Cx) MM CINE Cr) 
A =| dz 十 | El 1 | Gl 


EA 
如 果 积 分 为 正 值 , 则 Ai 利 单位 力 F" 同 向 。 


第 二 证 典型 题 分 析 


重要 考点 提示 
《1> 利用 卡 氏 定理 求 结构 位 移 ， 


C2) 非 组 性 材料 的 变形 能 计算 ; 

(3) 灵活 应 用 功 的 互 等 定理 求 复 杂 结 构 的 变形 。 

攻 例 1 如 图 9-4 所 示 ,平面 刚 扣 ABC 的 和 处 为 固定 端 ,自由 端 C 处 受 集中 力 卫 ,了 与 水 平 
线 之 间 的 严 角 = = 8 。 假 设 AB 轴线 和 杆 BC 轴线 之 间 的 夹 朋 是 直 前 , 抗 弯 刚 度 均 为 sI, 且 不 计 


轴 力 和 剪 力 对 变形 的 影响 ,试用 卡 针 定理 计算 自由 端 避 处 的 位 移 Ac, 并 证 明 位 移 Ac 的 方向 等 于 
集中 力 PP 的 方向 .( 武 汉 大 学 ,2003 年 ) 


Bh ! 时 Pp 


解 建立 如 图 9-5 所 示 的 坐标 系 , 则 : 
BC 段 的 碍 和 矩 是 :Me 一 Py * zl zi [10,271 


AB 段 的 灾 算 是 :M(xz;) 一 Pnp*zxe— Py*i Xo 生 [0 站 
Py Fp 
B -一 p, 
“| Fearic < 
起 
图 9-5 
刚 架 的 应 变 能 是 ， 


-| 了 -Sev mm) ‘ CPuzs 一 PPvri)s 
U | Ei | 2ElI dz +| 证 dza 


一 二 i 。 (村 PaeB 十 pup 一 PP) 


由 卡 氏 定理 得 到 自由 端 C 处 沿 水 平方 向 和 竖 直 方向 的 位 移 分 别 是 ， 


Ba _F 2p PE 
An = p28 (3 Pv) = 0.12. EI 
_a_ /8p pp, Pia 
= 站- 一 兽 : (03Pv 一 Po 一 005 .站 
自由 端 C 的 位 移 是 ， 
Ac= VA FA ~ VO I T0001. 


El EI 
92" 


Av _ 0.05 
有 AN 012 


即位 移 Ac 的 方向 等 于 集中 力 P 的 方向 。 
评注 ;对 于 熟悉 卡 氏 定理 的 同学 可 以 采用 位 移 求 解 公式 A 一 | 半生 .全 人 呈 ,dz 直接 得 


到 自由 端 沿 两 方向 的 位 移 An 和 Av 

【人 鲍 2] ”试用 莫 尔 定理 , 求 梁 中 点 挠 度 ， 

(1) 受 均 布 载荷 的 简 支 梁 , 如 图 9-6(Ca) 所 示 : 

(2) 中 点 受 集 中 力 的 简 支 深 , 如 图 9-6Cb) 所 泵 ,用功 的 互 等 定理 , 求 变形 前 后 梁 的 轴线 所 来 
图 形 的 面积 《华中 科技 大 学 ,2003 年 ) 


JI 


k 瑟 > | 


(a} (hb) 


图 9-6 
解 ”(1) 在 简 支 汉中 点 施加 向 下 单位 作用 力 如 图 9-7 所 示 。 


一 0, A tane 一 0. 37 


图 9-? 
则 在 殉 布 荷载 .中 点 向 下 单位 力作 用 下 的 截面 弯 所 分 别 是 ， 


Mr) 一 多 zrEL0,D 


|2* xr € [0,5] 
MP Cr) = 
[#0 人 [5,] 


由 莫 尔 定理 得 到 梁 中 点 挠 度 是 : 
二 1 a 时 于 
六 = 二 | Mz) MP (Cr) dz 


1 
Fl Ns 一 二 1) 2 dz 十 | 这 Sr rs z)dz| 


5 1 ei 


C2) 设 中 点 受 集中 力 的 简 支 深 的 挠 曲线 是 V(x) 如 图 9-8 所 示 。 
图 9-6ta) 所 示 均 布 荷载 g 在 挠 曲线 VLCr) 上 做 的 功 是 ， 


W, = | < .VC dx OD 


*153" 


夺 一 一 上 一 一 和 - 


Vx) 


图 9-8 
图 9-6Cb) 所 示 的 集中 作用 力 疼 在 挠 曲线 上 做 的 功 是 ， 
加 5 人 
W, = pf. — M8 © 


由 功 的 互 等 定理 "Wi 一 W: 


了 po 得 
到 | ,9 Viz) dr = 3 


2 5 pl 
| Td 一 364Ei 


也 就 是 说 , 中 点 受 集 中 力作 用 下 梁 变 形 前 后 梁 的 轴线 所 夹 图 形 的 面积 是 A = | Vz) 
“3 

评注 : 莫 尔 积分 源 自 于 单位 苘 载 法 ,是 夭 功 便 等 式 的 一 个 直接 结果 .虚拟 单位 载荷 下 必须 与 
所 求 位 移 A 适 配 , 如 线 位 移 须 施加 单位 集中 力 , 角 位 移 须 施加 单位 力 偶 , 相 对 线 位 移 或 相对 角 位 
移 须 施加 两 个 单位 力 或 力 偶 等 . 功 的 也 等 定理 也 来 源 于 虚 功 恒等式 , 即 结构 第 一 力 系 在 第 二 力 
系 弹 性 位 移 上 的 虚 功 ,等 于 第 二 力 系 在 第 一 力 系 弹性 位 移 上 的 虚 功 。 

【 例 3】 如 图 9-9 所 示 , 试 求 长 为 1, 截 面积 为 A 的 杆 在 拉力 p 的 作用 下 的 余 能 Uc 材料 在 
单 向 拉 伸 时 的 应 力 一 应 变 关系 是 o 一 区 民 (华中 科技 大 学 ,2002 年 ) 


图 9-9 

解 ”由 余 能 比 能 的 定义 :Uc = | sdo = | (名)*do 一 ;9 
(和 yg 

而 “一 过 ,所 以 De = -人 = 车 

杆 件 的 余 能 是 ;Uc = | Ueday = Uc AL = 3 部 所 


评注 ;在 应 力 应 空 美 系 是 非 线性 时 ,应 变 比 能 和 余 能 比 能 应 根据 定义 积分 得 到 , 且 此 时 用 于 
求解 结构 的 卡 氏 第 二 定理 ( 关 ; 一 Al 应 用 余 能 定理 (3 二 A,) 来 代替 。 


【 例 41 等 截面 刚 架 如 图 9-10 所 示 ,各 杆 的 抗 索 刚度 EI 相 同 。 试 用 单位 载荷 法 计算 截面 A 
"154* 


的 铝 重 位移 六. 略 去 轴 力 及 前 力 对 变形 的 影响 (北京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


图 9-10 


解 ”在 自由 问 太 施加 加 徘 单位 作用 力 如 图 9-11 所 示 ， 


图 9-11 


证 六 一 2z, 则 刚 架 在 外 荷载 和 单位 方 作用 下 的 弯 矩 是 ， 
(Me 一 pr zi E [0,a] 
Meirxs) = pa 二 mm zz EE [doa] 
(ee =7z ri 区 [Oo 
Mlra) = a za € [0,0] 
自由 问 A 的 铅 垂 位 移 是 ， 
《方法 一 ,单位 载荷 法 ) 


fs = 击 * [| Mz dM ry dr 十 | MCr) Mo Cvs) ders] 


= 击 * [| pr 。 dr + | Cp + mm) «a + dirs] 


= 土 " [总 十 Cp 十 ma] 一 各 [名 二 38] = 
(方法 二 , 卡 氏 定理 方法 ) 

aM 信 xX1 E LO,a] 
Bp 三 Tz EE [Oa 


“55* 


-一 -一 M.A 一 1 。 .2 
fa 多 =| 竹 ap jx ap 


-一 1 中 cr = Tl x + | nr) ts dxs | 
n 各 


FI 

= Ep dnt | pa tm) a. drs] 
3 

一 站 [多 二 Co 十 ma] 

-1 .Fr 加 ”| 3] 一 198 

一 站 ' 上 十 3 加 二 市 


评注 :读者 在 使 用 卡 氏 定理 求解 本 题 时 ,车 没有 将 集中 力 偶 2pa 用 六 来 代替 , 便 容 易 发 生 


aM _ /x x1 E [0,a] 、 证 
Ey 34 Ee [0 ,的 错误 ,导致 结果 不 对 1 


【 例 5 用 卡 氏 定理 计算 如 图 9-12 所 示 正 方形 桥架 A 点 的 水 平 位 移 As。 设 各 杆 的 抗 拉 


(于 ) 刚度 均 是 EA ,桥架 在 入 .BB 两 节点 分 别 受 水 平和 馈 重 向 上 的 外 载 下 (北京 航 空 航天 大 学 ， 
2001 年 ) 


是 ， 


Fr 
B 入 


D 


| 


C 


图 9-12 


解 ” 设 和 A 点 的 水 平 作用 力 是 Fs 一 下 ,了 B 点 的 铅 垂 作用 力 是 Fs = 下 , 则 各 杆 件 的 内 力 分 别 


Nan 一 站 

Ja = Fa 

a Na = Fs Fs 
Nep 一 VEa + Fp 
Nn = 0 
系统 的 应 变 能 是 : 


一 一 一 刁 。 卫 。 
U= | 上 3 了 EA dr 


业 3 2 村 
= Fa 往生 + (FA Py) Cs + VE TE VE + Ee 2 


"|56" 


Ra | (Ft Fe)’a 
EAT IEA 十 


由 卡 氏 定理 ,A 节点 的 水 平 位 移 是 ， 
FA 区 | 2{F, 二 Fs) + | Fa" voa "oa 


(FA2 十 Fp:) » yDa 
2EA 


A 二 


BaF, 2EA | 2EA 2EA 
2Fa | 2F+F) a | 2Fe VB GB3+YD)Fa 
2FEA 2FA 2EA EA 


评注 , 同 前 面 习题 一 样 ,如 果 同 一 结构 中 有 数值 相同 或 有 一 定 关 系 的 几 个 力 , 计 算 时 应 以 不 
同 符号 将 它们 区 分 开 来 , 符 求 导 后 骨 代 人 各 自 的 值 。 

ff 例 6】 如 图 9-13 所 示 的 框架 在 A 和 C 点 作用 以 力 P, 构 件 AB 和 BC 入 同 ,长 度 均 为 7 
弯曲 刚度 均 为 EL 轴 向 刚度 均 为 EA, 求 在 A 和 CC 点 距离 增加 A( 由 于 力 P) , 既 考 虑 弯曲 变形 也 
考虑 轴 向 变形 .在 6 一 0 和 有 = 90 的 特殊 情况 下 结果 如 何 ?( 北 京 大 学 ,2000 年 ) 


图 9-13 


解 “对 于 构件 ADB, 任 意 工 截面 的 弯 年 和 轴 力 是 ， 
Mir) 一 psinf+: x 
Nr) = peosg 

由 对 称 性 ,结构 的 应 变 能 是 ， 


[1 = ?| 二 ， 1 .M2， dz 二 | 到 3 ， RE 。 dr | 


£12 
=2.| ogee 工 。Cpcosp)  。 4 
一 i] 


psinp* a +- Peos Be 
EA 


3El 
由 卡 氏 定理 得 到 A 和 心 点 距离 的 增加 是 ， 
A = 0 2psinp: Di 2prosi B+ 
3p 3EI EA 
pA wo oA 2 
当 8 二 0 时 ,A EA: 当 # 4 时 和 A ET。 


评注 :本 题 若 用 单位 力 法 求解 时 ,应 在 两 点 的 相对 位 移 方 向 上 施加 一 对 单位 力 , 肯 进行 莫 尔 
积分 ,读者 可 以 尝试 。 


【 例 7】 如 图 9-14 所 示 等 截击 小 曲率 ( 即 2 < R) 的 曲 杆 AB 置 于 水 平 畜 内 , 模 截 面 为 加 


形 , 直 径 为 d ,中心 线形 成 半径 为 民 的 四 分 之 一 圆 ,垂直 载荷 下 作用 在 端点 B, A 端 固定 , 试 求 也 
点 的 羽 直 位 移 和 扭转 髓 {E.G 已 知 ) (浙江 大 学 ,1998 年 } 


"lo7" 


图 9-14 
解 (方法 一 ;单位 力 法 ) 
在 自由 端 了 施加 垂直 向 下 的 单位 力 和 道 时 针 方 癌 单 位 扭矩 ,分 别 如 图 9-15(a) 和 《by 所 示 。 


图 9-15 
则 在 外 载荷 下 和 单位 集中 力作 用 下 的 任意 6 截面 的 夸 矩 和 扭 乞 是 ， 
(Ze = FRsing 
TD = FR(O — cost) 
pp 一 Rsing 
TD = RO— cos) 
由 莫 尔 积分 得 到 B 点 的 垂直 位 称 是 : 


1, 和 本 本 i， i 时 重 
Av 一 二 | xp MO "RR. 由 十 去 | TD » THO R.d 


一 言 ， | ERsine， Rsing: R. 和 9 十 如 I 。 [FR ~ cos0) + RC — cos) Rdg 
~ PR’ |, (3r— 8)FR 
4EI 4GT 
在 外 荷载 下 和 单位 扭矩 作用 下 的 任意 2 截面 弯 矩 和 扭矩 是 : 
MT(6) 一 FRsing 
[re 一 FR(O — cost) 
py = 1 sing 


TO) = 1 + cosg 〈 负 号 表示 道 时 针 方 呵 ) 


“158。 


由 莫 尔 积分 得 到 B 点 的 扭转 钊 县， 
9= 直 :| MG) .Me ， R: 9 二 二 f TO@. T°(0) .R. dg 


= 百 - | FRsing 。sing 。 Rep+ i |» FR — cos0) * (— eos0) + RAA 


_ xER: (x DFR’ 
-只 + ( 道 时 针 方 向 ) 


(方法 二 , 卡 氏 定理 方法 ) 
在 B 点 施加 竖 向 集中 力 下 和 扭矩 工 如 图 9-16 所 示 。 


图 9-16 


则 任意 4 截面 的 弯 矩 和 招 矩 是 : 

AT = ERsing + Tsing 

TI = FR(l ~ cost) — Tsing 
其 对 集中 力 下 和 扭矩 了 的 偏 导数 分 别 是 : 


SH ~ Rsing, SE = RO — cos) 
AM _.. sr 
a a7 


— cost 


一 0' 由 卡 氏 定理 ,B 点 的 垂直 位 移 是 : 


Av= 吉 . | wo) : M0 .R. 曙 二 二 | rw. aT(0) ,R. dg 


1 


Gl, 
R{l— cost) » Rd8 


_ FR’ + TR + Gx DPR (nd TR 


~ 4EI 4FI 4G1, 4 人 TI。 
A 

= 站 .| wo ， 2 ， 于 Te. 2 .R. dg 
= 童 : (ERsing 十 TinD » sirg i -| [FR(1 — o0sg) — Toosg] + (— oo0s) .Rdg 


十 . 上 (FRsing + Tsing) 。Rsing  R: g++ . | [ER(C1— cos0) — Teosg] ， 


“159， 


_ nFR: -AIR xPFR: | xTR 
4ET ' 4FET 4G1, 401, 
nFR’ 


_ AR’ | OFR sm 


评注 ,对 于 曲 杆 的 计算 ,通常 同时 包含 弯曲 变形 和 扭转 变形 ,读者 请 注意 。 
【 例 8] 如 图 9-17(a) 所 示 外 伸 梁 , 爱 均 布 载荷 作用 ,E.I 已 知 . 试 用 能 量 法 求 了 端的 转角 。 
(浙江 大 学 ,1999 年 ) 


» fe | 


所 一 一 一 上 i 


Ca) Cb) 
图 9-17 


解 ; 此 题 为 一 次 静 不 定 ,解除 忆 外 约束 ,以 反 力 RR. 代 蔡 , 得 右 (b) 的 相当 系统 ,由 于 截面 卫 处 
无 力 偶 , 所 以 不 能 直接 用 卡 氏 定理 求解 ,为 此 ,在 B 端 加 一 个 附加 力 偶 矩 ram. 在 rm .4 R. 共同 作 
用 下 ,AB 梁 各 毁 的 弯 矩 为; 
_ _ 本 1 2 2 BTCzi) _ BATCzID) _ 
A[C 段 :0 委 石 科 ! Ma) 一 Rx nm (5 十 症 ) “aR 一 Tl Bm 一 


i 
= 2 aR. 3 
由 卡 氏 定理 计算 心 点 的 拨 度 和 BB 端 转角 ,可 以 在 积分 之 前 令 弯 和 矩 表达 式 中 的 附加 力矩 ms 
二 0, 则 


1 


CB 段 ,0 < 所 x 所 M(xs) 一 mp 


» = | Me year - M(z1) aMCz 1 1 r MGra) ar) | 
EI aR. 1 EI aR. 
-[ Rn 到 人 2 2 0 二 1 RE 1797) 
I Fl 2 48 


由 变形 协调 条 件 y。 一 0, 得 C 点 的 约 来 反 力 :R, 一 jE 


[FT Mr) Ar { M(x1) 3MCXL) Me BCez) 
B 端的 转角 Ge 一 EI dmE dr = |， El dmp dr -FT ?2 < 


_r Rn 一 十 q( 才 tz) 
[ny 


RE | gg ) 
EI 


2 16 


2 
(一 TD)dr 让- .一 Ddz= 直 人 
17 过 oa 
将 民 . 一 Te 代入 上 式 , 得 :名 一 5 
【 例 93 框架 结构 放 于 两 支 座 上 ,如 图 9-18 所 未 ,框架 A.B 两 点 为 镁 接 ,C.D 两 点 为 刚 接 。 
材料 弹性 常数 下 及 框架 曾 面 积 入 .惯性 矩 1 均 为 已 知 , 蔡 在 CD 段 加 一 垂直 均 布 载荷 g, 试 求 AB 
杆 内 力 及 框架 中 点 下 的 弯 和 矩 ( 刚 架 ABCD 的 轴 力 、. 筋 力 忽略 不 计 )。( 上 海 交 通 大 学 ,2001 年 ) 
180 


HT 


-一 


D 
>| 
图 9-18 
解 ” 超 静 定 结构 ABCD 的 枯木 系 如 图 9-19 所 示 。 
点 


心 D 
| Ty 
图 9-19 
基本 系 各 节 段 的 弯 答 分 别 是 ， 


Mr) 一 Nei 
le 一 Na 十 a 一 ja " Xa 
其 对 作用 力 N 的 偏 导 数 基 : 
MM 扫 x E [Ora] 
aN a za EL0, 
申 卡 氏 定 理 得 到 的 A.BE 两 点 的 相对 位 移 是 ， 


。 
AP 一 赴 .| Mo :器 .qz=2. 潮 "Mee) aa ,dx 十 工 .| Moe) + a dm 


EL 
1 2 


=2. 言 "| Nz .二 dz 十 着 :| CNa 十 于 ec 一 二 atza) av dz 


一 商 ' (Ne' 一 访 十 Na*D 


丽 杆 AB 的 伸 长 量 是 ; 


Mi 一 
At 一 一 EA ( 负 号 表示 收缩 > 
根据 变形 协调 条 件 , 有 
1 


"6Gj* 


N = gl 
4C3t 去 — a — 3a:2) 


EE 点 的 灾 和 矩 是 ; 
279 
Mz 一 Na + 专 q( FS) 一 和 一 二 
4(31 三 一 a 一 3a2D 


评注 , 杆 AB 在 作用 力 下 的 反作用 力 F" = 下 的 作用 下 发 生 的 是 收缩 变形 ,因而 在 杆 AB 的 
伸 长 量 Ataa 中 应 加 上 负 号 ,读者 要 引起 注意 。 

【 例 101] 如 图 9-20 所 示 梁 支撑 在 弹簧 刚度 分 别 是 K; 和 ; 的 B.C 两 弹 先 上 , 试 求 A 截 而 
的 垂直 位 移 六 。 梁 的 弯曲 刚度 EI 已 知 .( 潮 南大 学 ,2001 年 ) 


了 
B 习 


K， K, 


图 9-20 


解 ”由 平衡 条 件 Me = 0 得 到 弹 答 支 座 B 的 支 反 力 是 ， 
Fs = 她 ( 重 直 向 下 ) 

同样 ,由 平衡 条 件 Ms 一 0 得 到 弹簧 支 座 的 支 反 力 是 : 

Fe 一 如 8 下 名 (垂直 向 上 ) 


对 于 图 示 坐 标 系 下 的 任意 上 和 截面 弯 失 是， 
— Pax XE[o,a| 
一 所 (Ga 十 下 一 工 ) 补 后 das 


M(x) 一 | 
系统 的 应 变 能 是 ， 


_TrvE lr Few fts1. , M(z) 
U 2 KR ) | ;KR 十 | “MGCz) dz 


2 2 了 四 下 
一 起 (2 + te 十 让 二 [= 开工 | | pla Fb z)]?dz | 


mm pF 十 站 (Ca 十 站 | pap’ | pe 
2Ka: 2Ksa: SEl 6El 
由 卡 氏 定理 得 到 A 点 的 垂直 位 移 是 : 


人 zw 由， 人 aa 十 六 | prab’ | Ww: 
Ja En Emlt 及 se 十 SET t ai 


评注 :由 于 弹簧 支 座 本 身 的 变形 对 A 点 位 务 有 贡献 ,应 将 其 视 为 结构 的 一 部 分 , 支 座 反 力 
Fa .Fn 视 为 结构 内 力 。 


【 例 11】 如 图 9-21 所 示 三 铵 刚 架 各 段 EI 为 相同 常量 , 求 中 间 铵 C 左 右 两 端 而 的 相对 转角 
“162。 


姑 5 另 考虑 弯曲 变形 的 影响 ?)。( 大 连理 工大 学 ,2001 年 ) 
四 
rr 


图 3-21 
解 ”对 中 间 和 锐 施 加 一 对 力 侦 好 如 图 9-22 所 示 。 
Dp Ma 


则 刚 架 的 各 节 段 弯 矩 是 ， 图 9-22 
M(x) = +3 x1 € [0,7] 
Mz) 一 E+E) Pr xm € [0,$] 
MI(zs) = (学 一 区) .7 十 Pa xs € [0, 疙 ] 
M(x) = (PH) ETo, 

其 对 力 侦 M 的 偏 导 数 是 ， 

下 一 7 1 七 [Loi 
| 
oN x ) _ 了 
一 了 人” 一 1 xs [0, PE 
x [0 


令 M 三 0, 由 卡 氏 定理 得 到 中 间 匀 C 左右 两 端的 相对 转角 是 ，: 


"|63° 


= 着 :| Ma edz 
= 二"[( 闻 +)a 有 [人 全 aa 
| 过 一] 
本 
FP 十 (过 一 人 和]- 


评注 :其 实 本 题 如 果 用 单位 力 法 ,再 利用 M 图 的 对 称 性 和 AM 图 的 反对 称 性 很 容易 看 出 来 
8c 一 0, 读者 不 妨 画 出 各 杰 矩 图 来 观察 。 


【 例 123 请 用 卡 氏 定理 求 如 图 9-23 所 示 刚 架 正 的 水 平 位 移 , 设 各 杆 抗 弯 刚度 均 是 EIC 计 
算 中 可 上 略 去 轴 力 的 影响 ), (武汉 大 学 ,2002 年 ) 


玫 9-23 


解 将 上 点 和 点 的 水 于 作用 力 用 P' 来 代替 , 则 刚 架 各 段 的 弯 矩 是 ， 
Mex) = Pr] zi € [0, pi 

Me) = PCF+2a) Pr x€ [ot] 

Mt(ra) = 3 ea Sars -HP—P'. 3 ET0 门 
其 对 作用 力 古 的 篇 导数 分 别 是 ， 

En = 工 1 廊 ! 全 [0 六 

DATCze) _ 1 -1 

Tp 3+ Xa € [0,5] 

EE) € [0,0 


由 卡 氏 定理 和 结构 对 称 性 ,上 点 的 水 平 位 移 是 ， 


An= 2 - 


如 RAT) 
aP 二 |， Mr). aP "dr 


二 £ 
Pd 


oo» 
FI 4 
+| Cors— Lars +P— PC) dr, 
0 2 2 2 


PE 
24 


1 Pi’ 3 8 ] ps] 2 
-2. 亩 " [2 +i6%'+4P0 一 站 "| 
评注 :读者 应 注意 结构 对 称 性 以 简化 计算 。 
〖 例 13] 短 形 框架 被 固定 在 和 A 点 ;在 DD 点 自由 , (如 图 9-24) 所 示 , 所 有 三 个 构件 的 长 度 均 


为 工 , 弯 曲 刚度 为 EI, 在 了 点 作用 有 坚 直 载荷 己 , 求 自由 端 了 的 水 平 位 移 . 竖 直 位 移 及 转角 8.( 北 


京 大 学 ,1999 年 ) 
B 点 
| 
C 了 | 


| 一 工 一 | 
图 9-24 
解 ; 分 别 作出 刚 架 在 载荷 已 作用 下 ,在 水 平 单 位 载荷 作用 下 以 及 在 竖 直 单位 载荷 作用 下 和 
单位 力 偶 窍 作用 下 的 弯 矩 图 ,如 图 9-25(a) (bl (cl (Cd)。 


3 PP , 1ps] 23P2 
十 着 (六 十 二 PP | 48FET 


图 9-25 
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对 弯 矩 图 的 每 一 部 分 分 别 应 用 图 乘法 ,然后 求 其 总 和 , 即 可 求 得 位 移 值 。 
由 图 9-25(a) 有 : 
1 1 1 1 


wl 二 iT “ 工 一 5 PL ss = PL':L= PLi,w, = str "二 到 ED 
设 自由 端 D 的 水 平 位 移 为 如 则 从 图 9-25Cb) 中 有 : 
MM 一 OM 一 一 去 , 允 二 一 上 L 


故 80、 二 [ MOOMCD ~ 襄 ( 现 + wM, + w My =— PL 


仙 号 表示 50; 的 方向 与 图 9-25(a) 所 加 单位 载荷 方向 相反 。 
设 自由 端 卫 的 竖 直 位 称 为 gw, 则 从 图 9-25(ey 中 有 : 


_ _ 
现 = 妆 L ,于 = 工 , 环 = SL 


故 宙 二 | MM - 一 言 (4 责 十 wa 十 cnAdfa) 一 SPpL: 
设 自 由 端口 的 转角 为 an ,由 图 9-25(d) ;ML 一 ]， M, 一 ]， M, 一 1, 夏 
[MrzYMr), : 
太一 | 用 dx 一 2PL 
第 三 攻 可 题 
一 .填空 题 
1 单位 荷载 法 梁 位 移 的 计算 公式 为 ax 一 | Me 
2. 悬臂 梁 AB, 如 图 9-26 所 示 , 当 力 Fr 单独 作用 时 的 乒 度 和 转角 分 别 是 加 和 6 ,应 变 能 


为 Ve; 力 俩 放 单 独 作 用 时 的 措 度 和 转角 分 别 是 ym 和 Ge ,应 变 能 为 Vu, 当 AB 梁 在 Fe、M 共同 
作用 下 ,BB 点 相应 位 称 为 _ 


罗 


Mp 


二 、 选 择 题 
1. 如 图 9-27 的 结构 , 若 A.B.C 三 截面 的 指 度 分 别 以 ya 、ys、yec 表示 ,各 杆 均 由 同一 样 材料 
制 成 ,都 是 等 截面 圆 杆 , 则 
A.ya = ye B. ya < yc C. ya > ye D. ya = 23y6 
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图 9-27 


2. 签 使 AD 梁 口 点 挠 麻 为 零 ( 见 图 39-27), 则 卫 与 9 的 关系 是 : 


— 4 一 3 
A.P 一 所 B.P => 
CP= 将 DP 二 外 


3 
3. 简 支 染 受 力 如 图 9-28 所 示 ,它们 的 中 点 找 度 分 别 是 站 、Ff 和 耻 , 应 变 能 分 别 是 Vp Vs 和 
VV, 则 。 
入 .了 一 产 十 万 和 = Vet Yh, Bf 二 fn = Vt Vn 
C.F= fei fryV Ve Vn Df 了 了 关 症 十 fo;V Ve 二 Vn 


Fr 


图 9-28 


4. 县 辟 梁 如 图 9-29 所 示 , 其 上 作用 着 力 Fm 《横向 集中 力 )、Fr( 轴 向 力 》、Frs (横向 集中 力 
偶 ) .Fr 扭转 外 力 侦 ,它们 分 别 作 用 在 村 上 时 ,村 的 应 变 能 以 训 ,Vz ,V3 ,VW 表示 。 则 


图 9-29 
入. 当 四 个 力 同时 作 轧 在 杆 上 时 , 杆 件 的 总 应 变 能 六 二 访 十 V 十 Vi 十 
B. 当 Fr ,Fp ,Fp 同时 作用 在 杆 上 时 ;村 性 的 总 应 变 能 V= Wi 二 VV 
C, 当 Fp .Fps Fes 同时 作用 在 杆 上 时 , 杆 件 的 总 应 变 能 V= VtVt 
D. 当 Fh .Fe .Fm 同时 作用 让 杆 上 时 , 杆 件 的 总 应 变形 能 VY 三 久 十 入 十 入 
5. 图 9-30 所 示 四 杆 , 材 料 相 同 ,尺寸 及 载荷 如 图 所 示 。 
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变形 能 最 大 的 杆 是 : 
经 乡 


上 14 
! 
2d | 了 7178 
! 
! Fp 


{AA) (B) 《CD (DY 
图 9-30 
6. 图 9-31 所 示 网 架 ABCDE, 外 力 Fp 作用 于 各 时 ,ra 办 .aszpsyp 各 已 求 出 ,外 力 偶 邮 
必用 于 司 时 zy ssrosynpob 亦 已 知 , 研 究 下 列表 达 式 是 否 正确 ， 


A. Fo "xa = M's B. 下 rr 一 MB 

C. Fe Oo = Mr, DF = M's 
B B [中 
时 点 
出 p D a 


图 9-31 


7. 线 弹 性 材料 悬臂 粱 承受 载荷 如 图 9-32 所 示 , 其 中 F'5 一 Fp,V, 为 深 的 总 应 变 能 ,Vnn 和 
Yeac 分 别 为 AB 和 BC 段 梁 的 应 变 能 ,rw wc 分 别 为 点 B,C 的 找 度 ,关于 这 些 量 之 间 的 关系 有 下 
列 四 个 等 式 , 试 判断 哪 一 个 是 正确 的 ， 


FE 


图 9-32 
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3 "Fs, 

QV.ag avV. 

aFs BoE, 
三 .计算 亚 


1, 抗 弯 刚度 为 EI, 曲率 半径 为 RR 的 开口 圆 环形 等 截面 曲 杆 ,在 开口 处 的 AB 点 作用 一 对 集 
中 力 卫 ;如 图 9333 所 示 (AB 同 距 离 不 计 ) ,不 计 前 力 的 影响 , 试 求 开 口 处 两 出 截面 A,B 相 亦 于 载 
荷 方向 的 张 开 位 移 。 


图 9-34 


3， 如 图 9-35 所 示 外 伸 梁 , 当 截 面 1 处 作用 力 偶 4 一 600N ，m 时 , 测 得 截面 2 的 找 度 为 户 
二 0, 45mm 问 若 截面 2 处 作用 一 集中 力 P; 一 20kNCy ) 时 ,截面 1 处 的 转角 身 是 多 少 ? 


1 


> 2 8 本 


图 3-35 
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4. 试 求 图 9-36 所 示 梁 的 截面 B 处 的 找 度 ye 和 转角 加 。EIl 二 常数 。 


Fl 


| mm 下 


图 9-36 


图 9-37 


6. 轴线 为 水 平平 面 内 由 分 之 一 圆周 的 曲 杆 如 图 9-38 所 示 ,在 自由 端 了 作用 垂直 荷载 P。 设 
EL 和 GL 已 知 , 试 求 截面 B 在 垂直 方向 的 位 移 。 


图 9-38 


7. 如 图 9-39 所 示 刚 巢 各 段 杆 的 FI 为 已 知 , 试 求 在 缺口 A 截面 处 由 于 了 力 引 起 的 位 移 。 
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上 
-一 一- 


图 9-39 
8. 简 支 梁 跨 中 受 集 中 力 P 作 用 ,如 图 9-40 所 示 , 该 梁 的 横 截 面 为 薄 壁 贺 环 ,荷载 P, 梁 跨 长 
工 , 截 面 平均 半径 xo, 壁 厚 z 以 及 材料 的 弹性 模 量 与 前 切 弹 性 模 量 G 均 为 已 知 , 试 推导 考虑 村 
曲 和 前 切 时 梁 中 点 的 找 度 8 的 表达 式 。 
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第 10 章 静 不 定 结构 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 静 不 定 结 枸 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 : 
(1) 力 法 解 静 不 定 结构 ; 
《2 对 称 以 及 反对 称 的 应 用 。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 


1. 更 定 . 表 不 定 结构 (系统 ) 


无 多 余 约 束 的 几何 不 变 的 承载 结构 系统 ,其 全 部 支撑 反 力 与 内 力 都 可 由 静 力 平衡 条 件 求 
得 ,此 系统 称 为 静 定 结构 或 系统 。 静 定 结构 除了 变形 外 ,没有 可 运动 的 自由 度 。 

在 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 的 静 定 系统 上 增加 约束 或 联系 , 称 为 多 余 约 束 ,并 因而 产生 多 余 
约束 反 力 , 则 这 样 的 有 多 余 约 东 的 系统 , 仅 利用 静 力 平衡 条 件 无 法 求 得 其 反 力 和 内 力 , 称 为 静 不 
定 (或 超 静 定 ) 系 统 。 

内 静 不 定 ; 静 不 定 结构 内 部 约束 (或 联系 ) 形 成 的 内 力 不 能 单 由 静 力 平衡 方程 求 出 的 情况 称 
为 内 静 不 定 结构 。 

外 静 不 定 : 静 不 定 结构 的 外 部 支 座 反 力 不 能 全 由 静 力 平衡 方程 求 出 的 情况 , 常 称 为 外 静 不 
定 结构 . 

对 于 内 外 静 不 定 兼 而 有 之 的 结构 ,有 时 称 为 泥 合 静 不 定 结构 。 


2， 和 表 不 定 次 数 的 确定 


《1 根据 结构 约束 性 质 可 确定 内 .外 约束 力 总 数 , 内 ,外 约束 力 总 数 与 独立 静 力 平衡 方程 总 
数 之 差 即 为 静 不 定 结构 的 静 不 定 次 数 。 

2) 外 静 不 定 的 判断 :根据 绑 和 与 受 力 性 质 ,确定 其 是 空间 或 是 平面 藉 载 结构 , 即 可 确定 全 
部 约束 的 个 数 。 根 据 作用 力 的 类 型 ,可 确定 独 并 平衡 方程 数 ,二 者 之 差 为 静 不 定 次 数 。 

(3) 内 静 不 定 次 数 确定 : 

梅 染 ; 直 杆 用 镑 相连 接 , 载 荷 只 作用 于 结 点 , 杆 只 受 拉 压 力 的 杆 系 ,其 基本 几何 不 变 系 由 三 
杆 组 成 六。 四 仍 由 基本 不 变 系 扩展 而 成 , 仍 是 静 定 系 ,而 加 由 于 在 基本 系 中 增加 了 一 约束 杆 , 因 
而 为 一 次 超 静 定 。 

刚 架 : 杆 以 刚 结 点 相连 接 , 各 杆 可 以 承受 拉 . 压 . 弯 曲 和 扭转 , 这 样 的 杆 系 称 为 刚 音 。 

对 于 闭口 框架 , 则 需 用 截面 法 切 开 一 个 切口 使 其 变 为 静 定 结构 (几何 不 变 可 承载 结构 ) ,其 
截面 上 作为 平面 受 力 结构 :图 10-1a) ,出 现 三 个 内 力 5 轴 力 N ,; 弯 逢 M ;前 力 QQ@), 为 三 次 静 不 
定 , 而 对 于 空间 爱 力 结构 (图 10-1b) 则 为 6 次 静 不 定 。 
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对 于 大 型 绪 构 , 若 为 平面 问题 , 则 每 增加 -- 个 闭合 框架 ,结构 超 静 和 定 次 数 数 便 增 加 3 次 ,而 
一 个 平面 受 力 阔 合 圆 环 与 之 类 似 , 也 是 三 次 更 不 定 。 


图 ,10-1 
(4) 混 合 静 不 定 次 数 确定 
先 判 断 外 静 不 定 次 数 , 后 判 电 内 静 个 定 次 数 ,二 者 之 和 为 结构 静 不 定 次 数 ， 


3, 基本 静 定 系 | 静 定 基 ) 与 相当 系统 


解除 静 不 定 结 构 的 革 些 约束 后 得 到 葛 定 结构 , 称 为 原 静 不 定 结构 的 基本 静 定 系 (简称 静 定 
基 )。 苦 定 基 的 选择 可 根据 方 异 来 选取 , 同一 问题 可 以 有 不 同 选择 。 
在 更 定 基 上 加 上 外 载荷 以 及 多 余 约 束 力 的 系统 称 为 静 不 定 问 题 的 相当 系统 ， 


4. 力 法 与 位 移 法 


(1) 力 法 ;以 多 余 约 东 力 为 基本 未 知 量 ,将 变形 或 位 移 表 示 为 未 知 力 的 函数 ,通过 变形 协调 
条 件 作 为 补充 方程 求 来 解 未 知 约束 力 ,这 种 方法 称 为 为 法 ,又 叫 柔 度 法 。 

分 析 要 点 : 

中 去 除 多 余 约 束 ,建立 相当 系统 ， 

人 @ 建 立 补充 方程 ( 找 变 形 协 调 条 件 ); 

全 确定 多 余 未 知 力 {多余 内 力 和 多余 外 力 )， 

(C2) 位 移 法 :以 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 , 将 力 表示 成 位 移 的 函数 。 通 过 结 点 平衡 条 件 , 解 
出 未 知 量 ,这 种 方法 称 为 位 移 法 ,又 叫 刚 度 法 。 

对 "次 静 不 定 系统 ,如 解除 n 个 多 余 约 束 后 的 未 知 多 余 约 束 力 为 Xj(i 一 120) , 它 


们 将 引起 X, 作用 点 的 相应 的 位 移 为 > A， : 面 原 系统 由 于 Xi 二 1 与 外 载荷 共同 作用 


对 此 位 移 限制 为 零 (或 已 知 ), 故 有 ， 
合共 1 十 全 12 有 2 十 -十 十 Ar 一 吕 
B21 十 Be 有 十 十 站 十 Air 一 


Bt 总 1 十 BB 下 3 十 十 让 买 。 十 Ap 二 0 
该 式 称 为 静 不 定 力 法 正则 方程 ,它们 是 对 应 于 个 凶 余 未 知 力 六 ; 的 变形 协调 条 件 ,是 求解 
静 不 定 问 题 的 补充 方程 ， 
根据 位 移 互 等 定理 有 ; 
Os 一 局 ， 
3; 称 为 柔 度 系数 ,是 %X; 方向 上 作用 单位 力 时 所 求 位 移 点 产生 的 洪 苹 ;方向 上 的 位 移 ;Ar 是 
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外 载荷 作用 下 在 所 求 位 称 点 产生 的 沿 X, 方向 的 相应 位 移 。 
5. 对 称 结构 的 对 称 变 形 与 反对 称 变形 . 


结构 几何 尺寸 ,形状 ,构件 材料 及 约束 条 件 均 对 称 于 某 一 轴 ; 则 称 此 结构 为 对 称 结 构 ( 图 10- 
2a)。 

对 称 载 荷 :数值 相等 ,方位 与 拱 向 均 对 称 , 且 成 对 作用 在 对 称 位 置 的 载荷 。 

反对 称 载 荷 : 若 作用 在 对 称 位 置 的 载荷 数值 相等 .方位 对 称 . 但 指 问 反对 称 , 则 为 反对 称 
载 衔 。 

当 对 称 结构 爱 力 也 对 称 于 结构 对 称 轴 , 则 此 结构 将 产生 对 称 变形 ( 蜀 10-2b)。 如 外 力 反 对 
称 于 结构 对 称 轴 , 刚 结构 将 产生 反对 称 变形 (图 10-2e) 。 

正确 利用 对 称 .反对 称 性 质 , 则 可 推 知 某 些 未 知 量 ,可 大 大 简化 计算 过 程 。 如 对 称 变形 对 称 
截面 上 (图 10-2b) ,反对 称 内 力 QQ@ 等 于 零 或 已 知 ; 反 对 称 变形 (图 10-2c) 反 对 称 截面 上 ,对 称 内 
力 晒 为 零 或 已 知 。 


tb} 
图 10-2 


1 对 称 变 形 

如 图 10-3a 的 对 称 变形 结构 , 切 开 结 构 对 称 截 面 ,此 为 三 次 超 静 定 , 应 有 三 个 多 余 未 知 力 ， 
即 轴 力 Xi ,村 矩 XX; 与 前 力 X; 。 可 证 明 其 反对 称 内 力 XX 应 为 零 ,正则 方程 为 ， 

1 X16 十 人 十 Alp 一 0 

Ba Ki Bas Ks os Ks Asp CO—0 

Ba1 Kl 十 Ba 六 2 十 Baa Xs 十 Asp—=O 

用 图 乘法 计算 病 及 年 全 = 1],2,3) 时 ,所 要 用 的 载荷 弯 阜 图 》 以 及 A =] ,Xs 二 1 ,，% 二 1 时 
的 杰 拭 图 分 别 见 图 10-3c.d.e.f, 其 中 玉 人 P MM ,ME 均 对 称 于 对 称 昔 ;而 ME 反对 称 于 对 称 轴 。 


P Pa 
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由 莫 尔 积分 知 对 称 消 数 与 反对 称 沙 数 相 乘 在 区 间 积 分 应 为 零 , 即 有 : 


一 Ad 一 a Bh Bs 二 a BM Ms 
A gp [se dr 一 人 他 13 二 证 | 号 dz 一 0 Gz; 一 六 -EI dz 一 0 
0 则 必 有 甩 3 一 0。 

2) 反 对 称 变形 


对 于 如 图 10-4 所 示 的 反对 称 变形 结构 ,在 对 称 面 切 开 后 ,其 多 余 末 知 力 也 是 XX 与 Y， 

同上 类 似 证 明 , 其 对 称 内 力 Xi 与 X; 应 等 于 零 , 只 需 一 个 协调 方程 , 即 可 解 出 鸡 , 即 有 ， 
Ba C—O 二 d=0,ApPp= ArpC—=0 

面 正则 方程 为 ， - 
FUR1 BR COC—= 0; bX TN 一 DB 十 Ap 一 人 

由 前 两 式 得 和 1 一 全 一 0 ,由 第 三 式 得 Xs 一 Aspy7Bsi 。 

对 于 某 些 载荷 既 非 对 称 ,也 非 反 对 称 , 但 可 将 它们 化 为 对 称 和 反对 称 两 种 情况 的 登 加 。 如 
图 10-5 所 示 。 4 


图 10-4 


重要 考点 提示 : 


(1) 力 法 正则 方程 的 正确 建立 以 及 求解 ; 

C2) 利用 对 称 性 或 反对 称 性 对 计算 的 简化 。 

【 例 1〗 钢 杆 如 图 10-6 所 示 , 其 截面 积 A 一 10mmX 10mm, 若 在 加 载 已 之 前 , 杆 下 端 与 地 
面 之 间 的 间隔 为 85=2mm,; 了 二 30kN, 弹 性 模 量 下 二 200GPa, 材 料 是 理想 塑性 ,os 一 250MPa, 求 
P 力作 出 截 面 的 位 称 。( 西 安 电 子 科 技 大 学 ,2000 年 ) 


图 10-6 
解 ”这 是 个 材料 非 线 性 问题 。 关 键 在 于 判定 杆 变 形 是 否 进 入 塑性 阶段 , 何 时 进 人 塑性 阶段 。 
P 30X10% 


A 1l0x10 


= 300(MPa) >> os = 250(MPa) 


叶 75* 


表示 可 能 进入 塑性 阶段 ， 随 全 值 的 不 同 ,可 能 会 出 现 三 种 情况 : 
《1) 上 .下 自 都 不 进入 塑性 阶段 ; 
(2) 杆 底 面 和 地 面 接触 时 , 上段 先 处 于 弹性 阶段 ,再 进 人 塑性 阶段 ; 
《3) 杆 底面 接触 地 面 时 ;上 段 已 知 进入 塑性 阶段 。 


P 力作 用 截面 在 弹性 范围 内 的 最 大 位 移 是 ， 


0 
E/T 0xIg 


表示 本 题 属于 第 三 种 情况 。 
夺 底 面 接触 地 看 时 上 半 吴 的 载荷 值 是 ， 
Ps 一 ai 有 一 250X1XI0X1I0X108 一 25CkN) 
当 载 荷 PE 从 PS 上 升 到 30kN 时 ,上 半 段 已 处 于 塑性 阶段 ,不 再 分 担 载 荷 ,全 由 于 半 段 分 
担 , 位 移 量 出 由 下 半 段 的 变形 决定 , 妈 


8 一 CP— Pol (30 一 257X10 x 1000 
FA 200 XxX 10° x 100 XX 10°° 


P 力作 用 截面 的 位 移 是 : 


X 1000 = 1,25(mm) < $= 2Cmim) 


=— 0. 25(mm) 


$+$' 二 2 十 2. 05 二 2. 25(mm) 
评注 ; 若 A 亿 1mm; 是 第 一 种 情况 ; 若 A 在 1~1.25mm 之 间 , 是 第 二 种 情况 。 
【 例 21 如 图 10-7 所 示 结 构 , 中 .四 .四 三 村 材料 相同 ,截面 相同 ,弹性 模 量 均 是 E, 杆 截面 面 
积 是 A , 横 本 CD 为 刚体 ,载荷 P 作用 位 置 如 图 所 示 。 求 DD@ 加 三 村 的 轴 力 。( 山 东 大 学 ,2001 
年 ) 


图 10-7 
解 ” 设 杆 全 .四 .图 中 的 内 力 分 别 是 Ni ,Ns .Na , 刚 对 刚性 村 CD 的 受 力 分 析 如 图 10-8(a) 


2 C 所 D 
所 未 。 本 交 本 
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由 平衡 条 件 > 下 一 0 和 Mi 一 0 得 到 ， 
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和 十 和 二 Ni 一 P=0 Nia— Na 二 0 
对 刚性 杆 CD 的 变形 协调 条 件 分 析 如 图 10-8(《b) 。 


从 图 中 得 到 变形 协调 条 件 为 ， 
2 里 A 一 A 十 AE 
由 物理 条 件 ， 
2 Te _ Ne 
一 ERA ‘M7 EA 'M -EA 


联合 以 上 各 式 可 得 ;NI 一 0. 29P,N; 一 0, 43P,N 一 0. 29P 

评注 :一 次 超 静 定 ,注意 到 刚性 杆 的 变形 协调 条 件 2，Als 一 An 十 Az 即 可 。 

【 例 33 如 图 10-9 所 示 已 知 钢 杆 AB 和 铝 杆 CD 的 尺寸 相同 , 且 其 材料 之 前 切 弹 性 横 量 之 
比 是 Gap/Gev 二 3: 1。BF 和 ED 杆 为 刚性 杆 。 试 求 载荷 P 将 以 怎样 的 比例 分 配 于 BF 和 ED 
杆 上 ?东南 大 学 ,2002 年 ) A Cc 


图 10-9 
解 ” 设 载荷 王 分 配 于 BF 和 ED 杆 上 的 载荷 分 别 是 N, 和 NN;, 则 由 贸 接 点 ECF) 的 平衡 条 
性 DIF 一 六 得 到 :IN 十 一 书 


由 分 配 载荷 N, 作用 下 的 钢 杆 AB 的 扭转 角 是 , bu 一 人 


由 分 配 载荷 N 作用 下 的 铝 杆 CD 的 扭转 角 是 , gm 一 他 学 


结构 的 变形 协调 条 件 是 镀 接 点 上 和 王 的 垂直 位 移 相 等 ,由 于 BF 和 ED 杆 为 刚性 杆 得 到 
在 Ab ss 二 = pn 二 好 


联合 以 上 各 式 可 得 , Ni， 人 N: = 4P 


这 样 ,容易 发 现 站 一 Eee 一 子 , 即 载荷 按照 材料 的 刚度 分 别 分 配 在 BF 和 ED 杆 上 ， 
评注 ,要 注意 到 BE 和 入 为 出 性 村 ,否则 计算 会 十 分 复杂 。 
【 例 43 求 如 图 10-10 所 示 截 面 丁 A.B 处 的 反 力 。( 西 安 电子 科 按 大 学 ,2000 年 ) 


2EI P 


图 10-10 
解 ”一 次 超 静 是 结构 ABC 的 基本 静 定 系 如 图 10-11(a) 所 示 。 
“iF 


| 上 
B 
2 | 和 za bz 
各 C a 上 | F. 
(bh) 


(Cc) 
图 10-11 


基本 系 的 作用 力 Fe 简化 到 C 点 ,得 到 Fe 一 Fe,Me = Fs。 也 ,如 图 10-11(b) 所 示 ， 
于 是 己 点 的 毛 度 和 转 骨 是 ， 
(PF)CSY M.: CS) 


I 5. oFT 3，3ET (三 直 向 下 ) 
(P— FOCSY M. 地 


由 此 引起 的 了 B 点 挠 度 是 ; Po 一 f. 十 0， 地 


Fe (二 
且 岂 于 Fe 必用 而 引起 的 也 点 挠 麻 是 ， fz ET 


B 点 的 找 度 是 : fo = fu fw = GBP 一 18Fa)A 


96EI 
虫 变形 协调 条 件 , fo 一 0 有 ， 


(5P 一 18Fa)2a .5 
一 0 ,Fe 一 全 P ( 彼 直 向 上 ) 


设 固定 端 A 的 支 反 力 是 Fa 和 Mi , 则 对 梁 AB 的 受 力 分 析 如 图 10-11(e) 所 示 ， 
由 平衡 条 件 >) 下 一 0 和 了 1M 一 0 有 ; 

Pas 十 Fs P=0 

rn "i—P.: 三 二 阅 


解 出 Fs 一 j8P (垂直 向 上 ), M = 也 PI ( 沿 道 时 针 方 向 )。 


评注 :对 变 截 面 洪 的 变形 计算 要 分 段 晋 加 进行 ,读者 应 熟练 掌握 . 
【 例 5 抗 弯 刚 度 为 EL 的 梁 AB 的 支撑 情况 如 图 10-12 所 示 , 试 求 约 束 反 力 。( 南 京 理工 
大 学 ,2002 年 ) 
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图 10-12 
解 ”让 结构 对 称 性 , 取 半 结构 分 析 如 图 10-13(a) 所 示 。 


PF Fo P 
在 已 ) 
点 c Er 
k 从 如 了 
(b) 


"| ”| 
(a) 
图 10-13 
其 半 结 构 是 一 次 超 静 定 结构 ,基本 系 如 图 10-13{b) 所 示 。 
悬臂 梁 AC 的 自由 端 转 角 是 : 
中 一 Po NM 2a 
2EI EI 
由 变形 协调 条 件 , 即 8c 一 0, 有 : 
Pa M+:2a_ 0 
2EI El 
1 
M 一 re 
由 平衡 条 件 >, 一 0 和 2》,M 一 0 得 到 ， 


FA—P=0 
MPra—M—0 


从 中 解 岂 Fs 一 P,Ma 一 一 闻 Pa ( 负 号 表示 沿 逆 时 针 方向 ) 。B 端的 支 反 力 Fa .Me 由 对 称 
性 和 FA 、Ma 一 致 


评注 :本 是 还 可 以 取 两 端 有 集中 力矩 作用 的 简 支 梁 AB 作为 基本 体系 ,读者 可 以 自己 尝试 。 


《 例 6] 两 端 图 支 的 梁 受 力 如 图 10-14 所 示 , 已 知 :下 ,a; 桨 的 抗 辱 刚度 要, 试 求 梁 AB 中 间 
截面 C 的 转角 和 铬 垂 位 移 大。( 东 南大 学 ,2002 年 ) 


| 图 10-14 
解 将 题 中 的 载荷 F 分 解 成 正 对 称 载 竺 和 反对 称 载荷 的 从 加 ,如 图 10-15(a) 所 示 。 
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图 10-i5ta) 
中 对 于 正 对 称 荷载 作用 下 的 结构 利用 对 称 性 取 其 半 结 构 分 析 如 图 10-15(Cb) 所 示 。 


Fa 


2 
点 


10-15Cb) 
图 中 一 次 超 静 定 结构 的 基本 系 如 图 10-15(c) 所 示 。 


e 上 7 


图 10-15tey 
由 变形 协调 条 件 由 一 0 得 到 : 
F 
(C370 _M. = {2a) 一 G 
2FI EI 
Mc 一 言 瑟 
此 时 局 截面 挠 度 是 : 
下 下 
《二 as (a: 
2 2 Ma _ Fa 
fl 十 -2ET “° 2E1 一 一 6 “二 直 问 下 ) 


加 对 于 反对 称 荷载 作用 下 的 结构 利用 其 反对 称 性 取 其 半 结 构 分 析 如 图 10-15(d) 所 示 。 


图 10-iscdy 
图 中 一 次 超 静 定 结构 的 基本 系 如 图 10-15Ce) 所 示 。 


尘 c 


2 Fe 
图 10-15tCe) 
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由 变形 协调 条 件 不 二 0 得 到 : 


fs Fs 
Fl2a)’ , (Fa (Fa 


3EI 3ET 2E7 4 一 0 
F. = oF 
此 时 忆 截 面 的 转角 是 : 
F 
_ (FO). 20: 53) Fo? 


[Ee SET oFE1 ~ 16EI 《 沿 顺 时 针 方 向 } 


评注 :对 称 结构 在 正 对 称 荷载 作用 下 ,中 截面 的 反对 称 位 称 ( 如 转角 ) 和 反对 称 内 力 ( 如 剪 
力 ) 等 于 零 ; 对 称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 ,中 截面 的 正 对 称 内 力 位 称 ( 旭 挠 度 ) 和 正 对 称 内 力 
(如 弯 宪 ?等 于 零 。 

【人 例 7 了 如 图 10-16 所 示 连 续 梁 中 间 支 座 B 的 高 度 可 以 改变 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 下 和 
截面 惯性 惩 I 均 是 常数 , 欲 使 粱 中 弯 生 Ms 减 小 ,中 间 支 座 的 高 度 应 升 高 还 是 降低 ? 若 要 使 梁 
中 弯 矩 Mn 减 至 最 小 ,试问 中 间 支 座 的 高 度 应 改变 多 少 ? (北京 大 学 ,2001 年 ) 

FP rF 
各 | B | Cc 
| 可 中 而 可 站 Ee | 六 | 
解 ” 由 结构 对 称 性 容易 知道 B 点 的 位 移 和 转角 均等 于 零 , 取 半 结构 分 析 如 图 10-.17(a) 所 示 ， 


图 10-17(a) 
对 于 图 示 一 次 超 静 定 结构 ,其 基本 系 如 图 10-17Cb) 所 示 。 


tf 


各 


、 图 10-17Cb) 

由 变形 协调 条 件 f 二 0 得 到 ， 
Pa’ | Pa: ， Fa * Ca) 
3EI 2EI 3EI 


_5 
Fa = jaf 


半 结 椅 的 弯 上 矩 图 如 图 10-17Ce) 所 示 ， 


2 
站 
B 
忆 
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图 10-17fc) 
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显然 ,也 坊 面 的 弯 抢 最 大 ,要 使 B 载 面 弯 和 矩 减 小 , 需 降 低 中 间 支 座 。 且 如 果 使 粱 中 弯 抵 
Me 减 至 最 小 ,应 使 B 截 面 弯 短 等 于 荷载 忆 作 用 点 处 这 和 矩 , 即 ， 
PF, "和 一 太一 下 


p.m 
+* 3 
此 时 ;A 点 的 位 移 是 : 
_ Fa*(2a): Pa Pa _1 Ba: 
f4 = FT 3FI ”2E7 "一 18 ”地 直 向 上 ) 


即 中 间 支 座 应 下 降 去 . 呈 。 


评注 :本 题 如 果 不 利用 对 称 性 将 基本 系 选 为 简 支 梁 AC 也 可 以 解答 ,但 计算 量 很 大 ,读者 可 以 比较 。 
【 例 8 刚 架 如 图 10-18 所 示 ,各 杆 的 抗 弯 刚 度 均 为 EL 受 图 示 集 中 力 王 必用。 
《1 此 结构 为 几 次 静 不 定 ? 
2) 画 出 两 种 不 同 的 基本 静 定 系统 ,标明 待 求 的 未 知 量 ; 
(3) 选 择 (2) 中 的 一 种 基本 静 定 系统 ,用 力 法 求 出 全 部 约束 反 力 。( 国 防 科技 大 学 ,2002 年 ) 
‘“ 注 : 刚 架 中 轴 为 和 前 力 引 起 的 变形 可 以 忽略 不 计 ) 
ga | 


一 


PF 


图 10-18 
解 〈) 此 结 枸 是 二 次 超 静 定 ; 
(2) 原 结构 的 两 处 基本 前 定 系 统 分 别 如 图 10-19(a 和 (b) 所 示 。 


tz ” z ” | 


(a) Cb) 
图 10-19 


(3) 对 于 图 10-19Ca) 所 示 的 基本 静 定 系统 ,其 力 法 正则 方程 是 ， 
BA 二 ZAP = 0 
BaF1 Bes Zs Mop = 0 

结构 在 载荷 和 单位 力作 用 下 的 具 算 图 如 图 10-20 所 示 。 


“82。 


[9 
Es 
好 
Me M) am 1 
Pa —» 1 


10-20 


由 葛 尔 积分 容易 得 到 力 法 正方 和 的 各 条 妆 是 ， 


5 3 
51 一 过 a 9 =. _1 Pa 


3° 得 ,2 = 如 一 秆 ,so 一 省" 车 


+ 2p 一方 知 


“EI 


一 一 了 一 也 
从 中 解 出 2 = 蕊 P， Z, = TP 


评注 ;对 于 力 法 正则 方程 中 和 名 系数 的 意义 以 及 求解 方法 ,读者 应 熟练 掌握 。 
长 例 9 如 图 10-21 所 示 , 直 径 为 DD 的 蛮 册 直 利 钢 杆 ABC ,位 于 水 平 看 内 ,其 悬臂 端 避 用 长 
为 过 的 钢丝 吊 在 支撑 下 处 ,钢丝 直径 为 也 当 钢 丝 的 温度 下 降 AMC 时 , 试 求 钢丝 的 轴 力 及 弯 杆 固 
定 端 截面 处 的 反 力 。 设 钢 的 弹性 模 量 是 下 , 线 脱 胀 系数 为 a, 各 杆 长 度 sa.5. 均 已 知 , 铅 的 前 
变 模 量 为 各 。《 大 连理 工大 学 ,2002 年 ) 
中 
必 


解 ” 对 于 图 示 一 次 十 结构 取 基 基本 系 如 10-22 所 示 。 


A rr 1 jE Ss 


a) th 
图 10-22 
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对 于 直角 钢 杆 ABC, 将 C 点 的 作用 力 N 简化 到 B 点 得 到 作用 力 N = 六 和 扭 给 了 一 Nb ,如 
图 10-22t 了 hb} 所 示 。 
则 悬 辟 梁 AB 自由 端 B 的 捞 度 和 扭转 角 是 : 


Na _ Nai 上 


Ta 一 Nb*a,, 和 
Bs = GL GI ( 裕 首 时针 方向 》 


由 BB 点 位 移 引 起 的 C 点 挠 度 是 : 


_ Na’: Nap: _ 64dNa’ | 32Nab: 
Jo 一 六 加 一 3ETTGR ™ 3DET ADIG 


由 CC 点 作用 力 N 引起 的 C 点 挠 讼 是 ,je 地 7 ( 重 直 向 上 
于 是 ,C 点 的 搅 度 是 ， 

fo = fa 十 fa 一 人 十 3- 十 好 和 二 《垂直 秽 上 ) 
而 钢丝 在 温度 下 降 和 作用 力 N 共同 作用 下 的 收缩 最 是 ， 


N=arh el =a tk! 
FE. nd 
4 
由 变形 协调 条 件 , 即 fc 一 AL 有 : 
64Na’ | 32Nab’ 64NB _ yl AN 
3xDE xDG 3rdE “ ndiE 
N= ma 
G4a’ | 32ab? 640 4 
3D'E DG 3dE daiE 


对 于 弯曲 直角 圆 钢 杆 ABC, 由 平衡 条 件 > 下 一 0 、>M=0、 >) 了 一 0 得 到 : 


FA—N=0,M—Nu=0,T—N=0 
从 中 解 出 Fs 二 N (垂直 向 下 ), M 一 Na ( 沿 顺 时 针 方向 )，Ta 一 Nb( 沿 逆 时 针 方 向 )。 
评注 :本 题 中 对 于 求解 弯曲 直角 钢 杆 ABC 的 CC 点 位 移 还 可 以 采用 单位 力 法 ,但 使 用 辣 加 
法 可 鳄 计算 大 为 简化 。 
【 例 10】 如 图 10-23 所 示 , 在 等 截面 贺 环 竖 向 直径 AB 两 端 作 用 一 对 卫 力 , 试 求 直 径 AB 
的 长 度 变化 。( 复 旦 大 学 ,1999 年 ) 


PF 


图 10-23 
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解 利用 结构 的 对 称 性 取 1/4 结构 进行 分 析 如 图 10-24 所 示 。 


图 10-24 
图 示 任 意 9 截面 的 弯 矩 是 : M (8) 一 Na(] 一 cosg) 一 
其 对 弯 失 M. 作 用 力 的 偏 导 数 是 ， 


MO) 
DAT 


MD 
aN 


出 卡 氏 定理 ,C 点 转角 是 ， 
1 dM(Cz) 2 
t= | Mo MD) ,dz 一 站 .MO » MD .a .dg 
一 二 1 Tua ao 一 1 ad 


一 工 


一 atl— cosd) 


TT 
一 疝 :| (M— Na) ， + Na la 
由 结构 对 称 性 , 纪 二 0, 即 
下， 


.| 一 Ne) ,于 + ja 一 
1 
广 》 Dr 


M= (F — DNa 一 (二 一 
同样 ,出 卡 氏 定理 ,C 点 的 位 移 是 ， 


A 一 向 | Mz). Sp dr 
MD) 
二 [MO $0) ,a .dg 


=- 击 *] [Nall 一 sosg) —M]: [Lalli— cosD Jra. dg 


=- 二. [Gx 2)Na 十 Cl SIM a 


下 
= 肖 .|Cx 一 2 " 却 p* a 十 (1 一 和 )( 下 一 2 
一 0.0148. 航 
这 样 , 直径 AB 的 长 度 改变 是 ， 
Ad =2.ac=2X0.0148 部 =0.03. 加 | 


"Bo 


评注 ;本 上 题 中 对 于 对 称 性 的 利用 ,读者 应 仔细 体会 ,在 考研 试题 中 这 一 类 题目 经 常 出 现 。 对 
于 曲 杆 的 莫 尔 积分 ,读者 也 要 熟练 掌握 。 


【全 11 和 作 图 10-25 示 进 长 为 和 的 正方 形 平 面 刚 深 的 前 力图 和 弯 和 扭力 。 盆 定 各 杆 的 匡 I 相 
同 . 《北京 大学 ,1998 年 ) 


图 10-25 
解 ” 由 结构 对 称 福 , 取 1/4 续 构 分 析 如 图 10-26(a) 所 示 ， 


上 
TM=M 


图 10-26(a) 
对 于 图 示 的 1/4 结构 ,任意 z 截面 的 弯 矩 是 ， 


M(z) = M Qsin45 + x =M+Q.8z 


其 对 弯 符 M 和 和 作用 力 @ 的 偏 导数 是 ; 
9M( zx) 二] 
BT 
3M(r) _ v2 
3Q 27 
Ee BB 点 的 位 称 是 ; 
4s 一 闸 | MD， 2 “dz 一 商 " -| M+Q. 学 > 有 -dz 


v2 : 
= 二 : 攻 az 十 To | 
人 As 应 等 于 零 , 即 
v2 ln: 
下 | Ma 1 i | 0 
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Q = 一 3242 .ML = 一 32 ,MM ( 负 号 表示 向 上 ) 
这 样 ,AB 杆 的 前 力图 和 弯 托 图 分 别 如 图 10-2656by 和 (cy 所 未 。 


Ro 3.M ss 
0 ES 4 


图 10-26(b) 图 10-26(e) 
由 结构 对 称 性 容易 得 到 结构 的 前 力图 和 弯 矩 图 分 别 如 图 10-26(e} 和 和 (人) 所 示 。 
1 


图 10-28{e) 网 10-26CD 
评注 ;在 BD 截面 ,由 于 荷载 的 反对 称 性 ,其 对 称 位 移 抄 度 应 等 于 零 , 反 对 称 内 力 前 力 不 等 
于 笃 。 
长 例 1213 如 图 10-27 所 示 一 水 平 放 秆 的 半圆 环 , 若 夯 截面 山 杆 的 EI 和 Gp 为 已 知 常数 , 试 
求 C 截 面 的 弯 答 。( 武 汉 大 学 ,2002 年 ) 


图 10-27 
解 ”由 结构 对 称 性 取 半 结构 如 图 10-28 所 示 。 
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图 10-28 
在 图 中 得 到 任意 8 截面 的 谊 第 和 扭矩 是 : 


NT 的 一 六 PR sing 一 AceosB 


Tb) = 3PR (1 — cos) — Msing 


其 对 弯 和 矩 M 的 偏 导数 是 ， 
SP 一 一 cosb 
pw 
由 卡 氏 定理 ,C 截面 的 转角 是 : 
4% = 二 ， | Mz) 。 2 。 dz+ 二 。 | Te . 2 ,dz 


1 


1.fi , 9M . 1 , 27, 
= 吉 | Me) Rdg+ | TO » SA , Rag 


aMi GE 


1 ,ippomg oe 1 ,rl 
= I | ‘ F PRsing Recos9) (一 cosDRAg 十 GT | [ 5 PR(CI cost) 


站 
Msing |] (一 sing} RV 
1 ， TR 代 一 PR 1 。 niR 一 PR: 
El ( 4 ) + GL. ( 4 


)=0 
由 结 徇 对 称 性 知道 二 0, 即 


( 1 nMR 一 PR 


1 一 
ET GI 1 ) 一 站 


M = 里 ( 沿 道 时 针 方向 


评注 :除了 利用 卡 氏 定理 求解 本 题 , 还 可 以 使 用 单位 力 法 得 到 局 截面 转角 ,也 是 十 分 方便 的 。 
【 例 13】 梁 的 AGE 的 两 端 固 支 ,长 志 抗 弯 刚 度 为 EL 当 左 固 支 端 A 转动 一 个 微小 角度 8 
后 , 求 梁 左 端 忆 的 约束 反 力 。( 南 京 理工 大 学 ,2001 年 ) 


图 10-29 
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解 原 二 次 超 静 定 结构 的 基本 系 如 图 10-30 所 示 。 


图 10-30 
则 A 点 的 挠 度 和 转角 是 ; 
fn 一 必 休 一 人 垂直 向 下 


— Mat _ Fe? by 站 王 
da 一 ET 2 人 洗 逆 时 针 方 疝 


由 厌 结 构 的 变形 协调 条 件 , 即 f 二 0.6。 = 8 得 到 ，; 


Ma FE _ 
2FEI 3EI 

MA Fa? _, 
El 2El 


从 中 和 解 抽 Ma 一 7 ( 递 时 针 方向 )，FA 一 8 ( 稚 直 向 上 )。 


再 由 整体 的 平衡 条 件 >)F 一 0 和》)M 二 0 ,有 : 


| 一 站 
和 — MO— Fpt 二 0 
解 出 Fs 二 4 一 9 ( 生 直 向 下 ), Ms 一 于 量 ( 负 号 表示 沿 道 时 针 方向 )。 


评注 ; 支 座位 移 在 缚 构 中 引起 的 附加 内 力 如 本 上 题 所 示 , 在 工程 结构 中 广泛 存在 。 
【 例 141 图 示 薄 壁 图 环 , 直径 万 , 抗 弯 刚 庆 El 为 已 知 , 试 求 ;{1}) 圆 环 内 最 大 窒 短 ;(2) 各 了 
力作 用 点 的 位 移 !3) 结 构 的 应 变 能 。 (华东 理 丁 大 学 ,2001 年 ) 


图 10-31 


在 Na 方向 投影 得 一 PS3 
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图 10-32 
解 ” 员 ) 由 结构 对 称 性 取 176 结构 分 析 邵 图 10-32 所 示 ， 


到 10-33 
如 图 10-33 所 示 , 性 意 8 截 面 的 弯 秆 是 ; MD 一 M 十 NR(1 一 cos9) 


其 对 杰 矩 M 的 偏 导数 是 : 2 一 1 


四 国生 B 被 面 转角 是 : 
MG ) 3 aM(O) 
fr 一 计 | Mdz =» “r= 疝 : | MO » SA + Rd 


=- 十 .| [M+ NR(— cos) 1] 1. R= 二. | (于 {3)NR|:R 
而 根据 结构 对 称 性 知道 84 二 0, 即 
吉 " [ 生 . M+( 生 一 ANR|: R=0 
MT 一 3 ar 2rx 。NR 一 ?3 ，PR 
一 一 0, 1PR ( 负 叶 表示 治 闫 时 针 方 向 ) 
于 是 ,任意 9 截面 的 碍 矩 是 : 


MD =— 0. 1PR + PR _ cost) — (0. 48 — 0. 58cosh) + PRO € 10， 


co 人 


显然 , 当 9 一 挟 时 ,有 最 大 杰 矩 是 ， 


RMT 二 0.2PR 一 0.1PD( 沿 道 时 针 方 向 ) 
(2) 结 罗 的 应 变 能 是 ，; 


U= 寺 "| M2)， .Mr .dr 一 6， 击 * |, MC0) ,MO ，Rdg 
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一 6， 寺 ， fre. 48 一 0.58cosg) PRJ:* R. dg 
_ 0.06PR: 
FI 
令 PP 力作 用 点 的 位 移 是 Ar , 则 结 梅 的 外 力 做 功 是 ， 
W = 3P. Ap 
由 结构 的 外 力 司 功 等 于 其 应 变 能 得 到 ， 
sap. A OGPIR: 


_ 0,02PR*: _ 0.01PD: 
" EI 4EI 


评注 ,利用 外 力 骸 功 等 于 结构 应 变 能 来 求解 忆 力作 用 点 位 移 使 计算 量 大 为 简化 ,读者 要 细 
心 体会 。 

【 例 153 刚 架 各 杆 的 抗灾 刚度 均 为 EI; 受 力 忆 必用 ,如 图 10-34(a)。 

人 1) 结构 为 几 次 静 不 定 : 

(2) 画 出 两 种 不 同 的 基本 静 定 系统 ,标明 待 求 未 知 量 ; 

《3 选择 其 中 的 一 种 基本 静 定 系统 ,用 力 法 求全 部 约束 反 力 。( 北 京 理 工大 学 ,2000 年 ) 
< | 


PF 
一 -一 一 


好 


2 


(Ca) 


图 10-34 


解 《1}) 紫 结构 为 二 次 静 不 定 。 
《2 两 种 基本 静 定 系统 如 图 10-34Cb}、(c}。 图 10-34(Cby 中 ,Xi Xe 为 待 求 未 知 力 ,图 10-34 
(Cc) 中 及; 为 待 求 未 知 力 ,XX; 为 未 知 力 偶 。 


_? » Ft » i 
| 区 < 
| 
A 
2 
《by Cc) 《dg 


图 10-34 


sol* 


(3) 选 图 10-34(b) 为 基本 静 定 系统 ,用 力 法 确定 全 部 约 东 反 力 。 首 先 应 用 莫 尔 定理 分 别 求 
正则 方程 中 的 常数 和 系数 。 


Ai = er 下 Pr* (a— 2x), 2Pe’ 


EI 8 El 3EI 
2 Pr » (— 2a) _ 4Pa’ 
El d= -EI 


_ 二 襄 rn | -j Le 3 
1 ET 时 BI T+) Fr ?1 dr = 


El 
一 [dr — | 写 dz | (a— xXx}, oa 2a3 


El EI El 

_『 环 页 2 2u 2 32a3 
dz 一 ET = | 去 dz 十 | 4 一 3 了 
代入 正则 方程 ， 有 

20 2Pai、_ 

3 x + Xo 3FT > 一 0 

as 32a3 4Pas、 

Bo FY ) 一 曲 
再 求 固定 端 约束 反 力 ， 
3X=0 得 er 
5m4 一 0 得 Ma 一 站 Pa 

9 2 
a 2q 括 一 入 | 
|， 
1 my 一 
“ 人 外 |， 外 
图 10-34 
第 二 节 习 题 

一 .填空 题 
1. 力 法 方程 的 物理 意义 是 :基本 结构 在 作用 下 ,在 -处 的 位 移 与 


相等 。 
“192， 


2. 简 支 梁 AC 在 B 点 与 钢 索 BD 连接 , 钢 索 张 紧 但 无 初始 拉力 。 当 温度 降低 TC 后 ,为 求 
钢 索 中 轴 力 所 需 的 变形 协调 方程 和 补充 方程 分 别 为 。 


各 B 七 


图 10-35 
3. 图 10-36( 包 是 图 (b) 所 示 静 不 定 梁 的 基本 静 定 系 ,其 力 法 正则 方程 汐 1X 十 Aip 二 0 则 


51 的 几何 意义 是 :Ar 的 几何 意义 是 ， 
。 下 A 了 B 
C c 人 
Cay 《hb) 
图 10-36 
二 .选择 题 


1. 两 端 固定 的 等 直 圆 截面 桂 , 如 图 10-37 所 示 .B 截面 受 外 力 偶 M 作用 使 杆 扭转 ;WMA 和 
Mi 分 别 六 A 端 和 C 端的 约束 反 为 。 则 


图 10-37 


A. Ma = M. BM=—M CM>M DD.M,<Me 
2. 图 10-38 所 示 结 构 的 静 不 定 度数 。 
AA. 1 度 外 静 不 定 2 度 内 静 不 定 B. 1 度 外 静 不 定 3 度 内 静 不 定 
C.2 度 外 更 不 定 2 度 内 静 不 定 D. 2 度 外 静 不 定 3 度 内 静 不 定 
上 
图 10-38 


3, 图 示 10-39 结构 ,AB 为 刚性 梁 ,1,2,3 村 材料 及 模 截 面积 均 相同 ,但 其 中 一 根 杆 的 长 度 
短 了 ,研究 其 装配 应 力 :，_._.。 
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Aa, 三 杆 材 料 为 钢 , 如 (a) 装 配 B. 三 杆 材 料 为 铜 ,如 (a) 装 配 
和 .三 杆 材料 为 铀 ,如 人 ?装配 DD. 三 杆 烤 料 为 铜 ,如 (pb? 装 配 
9 终 


fb) 
图 10-39 
三 .计算 题 
1. 更 不 定 梁 AB 受 力 如 图 10-40 所 示 。 试 用 力 法 求 约束 反 力 偶 MA 。 梁 的 抗 弯 刚 度 EI 
已 知 ， 宪 
! 
图 10-40 


2. 刚 架 受 力 如 图 10-41 所 示 。 各 杆 的 了 相同 , 试 求 最 大 容 算 及 其 发 生 的 位 置 。 
3. 如 图 10-42 所 示 正 方形 刚 架 ,由 材料 相同 的 等 截面 杆 组 成 , 试 计算 其 内 力 。 


^Ay TYYTE YB 
网 > 
| EF 
I 
闻 ; | ,| 
站 和 下 不 和 不 下 不下 六 
人 
图 10-41 10-42 

4, 车 床 的 主轴 简化 成 直径 为 4 二 90mm 的 等 截面 当量 轴 , 在 重 直 平面 内 的 受 力 情 部 如 图 
10-43 所 示 。P, 和 P, 分 别 是 传动 力 和 切削 力 简 化 到 轴线 上 的 分 力 , 且 Ps 二 3. 9kN ,了 P, = 
2, 64kN 。 若 玉 二 200GPa , 试 求 卫 点 的 挠 度 。 

、 B | D 
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5. 折 杆 截面 为 图形, 直径 4d 一 2cm,a 一 0. 2m7 一 Im,P 一 650N ,一 200GPa,G= 一 80Gpay 如 
10-44 所 示 。 试 求 卫 力作 用 点 的 垂直 位 移 。 


6. 已 知 图 10-45(a) 所 示 圆 环 受 一 对 径 向 力 时 ,在 A 截面 上 的 索 矩 为 MA 一 PR( 二 一 上 ) ， 


此 弯 矩 使 A 截面 内 侧 受 拉 应 力 。 试 求 图 10-45(b) 所 示 圆 环 受 两 对 径 向 力 王 时 ,A 截面 的 弯 矩 
为 秘 少 ? 
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第 11 章 ” 动 荷 载 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 动 荷 载 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包括 ， 
(GD) 杆 件 受 冲击 时 的 应 力 和 变形 ; 
(2) 动 载荷 系数 。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 
1 动 载荷 的 概念 


静 载荷 是 指 构件 上 的 载荷 从 零 开始 平稳 地 增加 到 最 终 值 。 困 加 载 缓慢 ,加载 过 程 中 构件 上 
各 点 的 加 速度 很 小 ,可 认为 构件 始终 处 于 平衡 状态 ,加 速度 影响 可 略 去 不 计 。 
动 载荷 是 指 随 时 间 明 显 变 化 的 载荷 , 即 具有 和 较 大 加 载 速率 的 载荷 。 一 般 可 用 构件 中 材料 质 


点 的 应 力 速率 (5 一 于 ) 来 表示 载荷 施加 于 构件 的 速度 。 
实验 表明 ,只 要 应 力 在 比例 极限 之 内 ,应 变 与 应 力 关系 仍 服 从 硼 克 定 律 ,因而 ,通常 也 用 应 
变速 率 (# 二 从 ) 来 表示 载荷 随时 间 变化 的 速度 。 


一 般 兴 为 标准 静 荷 的 = 一 (0.01 一 3)7min , 随 着 动 载荷 s 的 增加 , 它 对 材料 力学 性 能 的 影响 越 趋 
明显 。 对 人 金属 材料 , 静 荷 范围 约 在 = = 107 ~ 一 102 7 ,如 果 e 宇 107/s , 即 认 为 是 动 裁 荷 。 


2. 三 类 动 载荷 问题 


根据 加 载 的 速度 与 性 质 , 有 三 类 动 荷 问 题 ， 

(也 一般 加 速度 运动 (包括 线 加 速 与 角 加 速 ) 构 件 问题 ,也 称 为 惯性 力 问题 。 此 时 e 还 不 会 
引起 材料 力学 性 能 的 改变 ,该 类 问题 的 处 理 方法 是 动静 法 ( 达 朗 伯 原 理 )。 

(2) 冲击 问题 ,构件 受 剧 烈 变化 的 冲击 载荷 作用 ,se 大 约 在 1 ~ 10/s , 它 将 引起 材料 力学 性 
能 的 很 大 变化 ,由 于 问题 的 复杂 性 ,工程 上 采用 能 量 法 进行 简化 分 析 计 算 ， 

(3) 振动 与 疲劳 问题 ,构件 内 各 材料 质点 的 应 力作 用 周期 性 变化 。 


3. 动 应 力 分 析 中 的 动静 法 


加 速度 为 a 的 质点 ,任性 力 为 其 质量 mr 与 a 的 习 积 ,方向 与 a 相反 。 达 遍 伯 原理 指出 ,对 
作 加 速度 运动 的 质点 系 , 如 假想 地 在 每 一 质点 上 加 .上 惯性 力 , 则 质点 系 上 的 原 力 系 与 惯性 力 系 
组 成 平衡 力 系 。 这 样 ,可 把 动力 学 问题 在 形式 上 作为 静 力 学 问题 处 理 , 这 就 是 动静 法 。 

分 析 要 点 ， 

(1) 用 达 衣 们 原理 求 出 动 载 褒 系数 ,, 即 动 应 力 与 静 应 力 的 比值 , 即 得 到 动 载荷 . 动 位 称 、 
动 应 力 和 静 载 荷 . 静 位 移 , 静 应 力 的 关系 ，: 


时 日 日 


Ta 一 Ka “了 ,上 1 一 Ky .A 0 一 Ka ”他 
《2 对 惯性 力 问 题 进 行 强 度 计 算 时 , 仍 用 静 载 荷 下 的 许 用 应 力 来 建立 强度 条 件 ， 


oa SR Lo] 
4. 求解 冲击 问题 的 能 量 法 


冲击 问题 极其 复杂 ,难以 精确 求解 。 工 程 中 常 采用 一 种 较为 简略 但 炉 于 安全 的 估算 方 
法 一 一 能 量 法 ,来 近似 估算 构件 内 的 冲击 载荷 和 冲击 应 力 。 

在 冲击 应 力 佑 算 中 和 作 如 下 基本 假定 : 

中 不 计 溃 击 物 的 变形 ;名 溃 击 物 与 构件 (被 冲击 物 ) 接 解 后 无 四 弹 , 二 者 合 鸭 一 个 运动 系统 ; 
全 构件 的 质 基 (惯性 ?与 冲击 物 相 比 很 小 ,可 略 去 不 让, 冲击 应 力 瞬 叶 待 遍 整 个 构件 ,由 材料 服从 
胡 克 定律:@ 冲 击 过 程 中 , 声 . 热 等 能 量 损耗 很 小 ,可 赂 去 不 计 。 

在 以 上 假设 下 ; 妈 可 利用 机 械 能 守恒 定律 估算 神 击 应 力 。 

杆 件 受 冲击 时 的 应 力 和 变形 分 析 方法 ， 

任 一 被 冲击 物 ( 弹 性 杆 件 或 结构 ) 都 可 简化 成 弹 答 。 冲 击 过 程 中 , 设 重量 为 Q@ 的 冲击 物 一 经 与 强 
和 伐 接 触 就 互相 附 着 共同 运动 。 如 省 略 弹 钨 的 质量 ,只 考虑 其 弹性 ,可 简化 成 单 自 由 度 的 运动 体系 。 

冲击 物 与 弹 筑 接触 瞬间 的 动能 为 大 弹 管 达到 最 低位 置 时 体系 的 速度 变 为 零 , 阐 簧 的 变形 
为 Au, 冲击 物 入 的 势能 变化 为 : 

YY 一 Qaa 
若 以 fa 涤 示 弹 筑 的 变形 能 ,由 能 量 守 恒定 律 ,冲击 系统 的 动能 和 势能 全 部 转化 成 漳 筑 的 变形 能 ; 
T+Y¥=U 

设 体 系 速 度 为 零 时 冲击 物 作用 在 弹 纂 上 的 冲击 载荷 次 Pa 。 材 料 服从 胡 克 定律 条 件 下 , 书 

与 As 成 正比 。 故 冲击 过 程 中 动 载荷 所 做 的 巧 为， 


记 PuAs, 且 有 Ta 一 去 Puas 


若 重 物 @ 以 静 载 方式 作用 于 构件 上 ,构件 的 静 变 形 和 静 应 力 分 别 为 Ae 和 mm。 在 动 载荷 Ps 
作用 下 ,相应 的 冲击 变形 和 冲击 应 力 分 别 为 As 和 ms 。 对 于 线 弹 性 材料 ,有 比例 关系 : 


Pi_ A _ go 
QO st Uat 
或 DD 一 Q， gd+ 一 No 
结合 上 面 各 式 解 得 ; As = AsG 二 A++ 区 ) 
。 _Aa_,, 
则 溃 击 动 荷 系数 : ks 一 A 1 十 1 十 站 


(1) 了 一 0 时 ,一 2 ,这 表明 即使 冲击 物 初 始 速度 为 零 ,但 只 要 是 突然 加 于 构件 上 的 载荷 ， 
其 性 质 也 是 动 载荷 ,此 时 构件 内 的 应 力 和 变形 分 别 为 静 载 时 的 两 迟 , 称 为 突变 载荷 。 
2) 如果 As 增 大 , 则 & 减 小 ,其 含义 是 :构件 越 柔软 (刚性 越 小 ,缓冲 作用 越 强 。 


5. 自由 落体 冲击 的 动 荷 系 数 
如 果 冲 击 是 由 重 物 入 从 高 度 产 处 自由 下 落 造 成 的 , 则 冲击 开始 时 , Q 的 动能 ， 
“197。 


198-1Q _ 
T=3 X28h = 
根据 上 面 各 式 可 得 : 和 二 1 十 /1 十 计 
6. 水 平 冲击 的 动 荷 系数 


弹性 杆 件 受到 一 速度 为 "的 重 物 Q 的 水 平 冲击 时 ,势能 一 0 ,动能 了 二 省 Qo ,于 是 得 


= jv A -- 
Ad 一 EA Kaa 


其 中 如 一- 


由 此 求 得 , P, 一 hkQ=/A-Q ,04 = kaau 一 


7, 提高 构件 承受 冲击 能 力 的 途径 
《0 尽 可 能 降低 上 和 值 ; | 
《2) 在 允许 的 范围 内 尽量 加 大 构件 的 长 度 ， 


37 选用 弹性 模 量 小 的 材料 ,尤其 可 以 在 冲击 受 力 点 覆盖 小 阐 性 模 量 材料 (如 塑性 材料 ); 
(4 减少 "缺口 歼 应 ”。 


RA 全 ot 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 

(1) 各 种 冲击 工 况 下 动 衔 系 数 的 计算 (能 量 方法 )，; 

“22 杆 件 的 冲击 强度 校 核 。 

【 例 11 直径 4= 20mm 的 圆 杆 AB 和 直径 di 一 10mm 的 贺 杆 CD 的 材料 相同 ,下 一 
200GPa,[oj] 二 200MPa, 柔 度 4 二 100, 入 定安 全 系数 ns 一 40 重量 G 一 20N, 初 速度 u 一 0. 5m/s 
的 重 物 垂直 冲击 AB 梁 的 太庙 ,长 度 = 100mm; 如 图 11-1 所 示 。 试 求 重 物 的 许可 神 击 高 度 


[Li 。 《东南 大 学 ,2002 年 ) 
， 辆 G 


:Eb , 


"198。 


解 ” 当 在 自由 端 和 A 施加 作用 力 下 时 , 设 杆 CD 的 内 力 是 NN, 如 图 11-2(a) 所 示 。 
F 


和 A 二 B 


MN 


D 


图 11-2(a) 
图 示 一 次 超 静 定 结构 的 基本 系 如 图 11-2(b) 所 未 。 
A 上 B Jyw 
MN L 串 


图 11-2(b) 
将 作用 力 下 简化 到 心 截面 。 得 到 作用 力 一 下 和 弯 矩 M= 二 Fi, 如 图 11-2(c) 所 示 。 


1 M=FI 
B 


图 11-2Cc) 
网 忆 截 儿 的 搁 度 是 : 
FNCGD: , MOGD? 
f= 3ET + EI 
= (EF— NCD | FCO)’ 
3EI 2Ei 
CD 杆 的 收缩 量 是 
(3 
EA 
(F— NN) (C30? + GD _N: (G30) 


Alcp 


3EI 2EI EA 
_ na 1 

其 中 【一 AT ， 上 一 Ia ， 
解 出 N= 二 1, 5F 
此 时 ,悬臂 梁 BC 的 CC 截面 挠 度 和 转角 是 ， 
f= (F— ND’ ,FIGD:_, 

4 3EI 2EI 

— CF — NC3D? Fr: 3D 3.,. WL = 和 
.= 元 十 一 机 一 一 村" 闪 ( 沿 道 时 针 方向 ) 
由 C 截面 位 移 引 起 的 A 截面 挠 度 是 ; fu 一 0 十 & .一 上 ,下 


4 EI 
中 99* 


同时 ,由 作用 力 下 引起 的 A 截面 找 度 是 fx 二 也 


于 是 ,A 截面 找 度 是 : f; 二 fw 十 fw = (二 二 3) 让 = 芋 . 和 车 


_ 13 .本 
即 结构 的 静 皖 度 是 ， 从 : 一 12 FT 


梁 AB 的 弯 矩 狠 如 图 11-24d) 所 示 : 


0.Spl 
图 11-2Cq) 
by 一 AT 
梁 中 最 大 应 力 是 , eu 二 一 7 了 [ol] = 200MPa 
zt 四 3 


解 出 P 一 1570(MN) 


杆 CD 的 柔 庆 是 : 1 一 2 一 3 X10 二 120 二 一 100 , 属 大 季度 杆 。 
工 X10 
4 


其 虱 界 内 力 是 ， 
N ZE,1 


一 or" 二 研一， 一 ndi 一 


aA” 4 


2 9 
x x 200-% 10° 、 h XxX 0.01): 一 10752CN) 


其 许可 内 力 是 ; EN] = ee = Loe: = 2688(N) 


由 此 决定 的 许可 载荷 是 , | pj] = 0 = 1792(N) 即 p= 二 1792(N) 
比较 上 述 两 种 情况 下 的 许可 载荷 知道 [p] 一 1570(N》 


此 时 的 动 荷 系数 是 : & 一 [各 | 一 1370 一 78 


Ax 
1 3 
HH=5928. 舍 一 2964X 拉 .对 一 2964X 总 XxX 一 一 2 关 < 一 一 
: 200 X10 义 寺 XxX0.02 
= 0 04(m) 
由 自由 藩 剧 的 相当 高 度 近 得 到 许可 冲击 高 度 是 ， 
1 71G 
GH 3{)Y 
= 2\8/ 1 , 妇 _ ly 
[h] = 和 一 五 一 却 全 一 0. 史 一 却 X 和 一 0.028Cm) 


评注 ;对 于 带 有 初速 魔 的 冲击 问题 ,读者 应 将 实际 冲击 高 魔 4 换算 成 自由 落体 冲击 高 度 
有 H; 即 日 二 + 下。 


【 鲍 23 一 蜀 架 水 平 放 轩 ,一重 为 入 的 物体 突然 加 在 局 处 ,已 知 刚 架 直 径 4 一 100mmyae 一 
"OD" 


0. 3m,8 一 0 5m, 人 Q 二 10kN, 玉 二 200GPa,p 一 0, 3, 许 用 应 力 [sj 二 140MPa。 对 固定 端 上 表面 
天 点 ， 
(1) 通 出 其 单元 体 的 应 力 状态 ; 
(2) 求 主 应 为 . 主 平面 并 画 出 主 单元 体 ， 
《3) 用 第 三 强度 理论 校 核 KK 点 的 强度 ; 
(4) 试 求 天 点 的 主 应 变 sl 。( 西 安 电 子 科 技 大 学 ,2000 年 ) 
2 


图 11-3 
解 1) 从 五 点 取 单 元 体 如 图 11-4C8) 所 示 ， 


一 一 一 并 


-| — 


如 


一 一 
图 11-4(a) 
下 点 的 静 应 力 是 ， 
_M_ 2XI10x10Xx0.5__ 8 < 
oI Xo 1 51 X 10° (Pa) = 51CMPa) 
32 
_T_ @& _16x10xI10x0.3_ 6 _ 
只 一 页 I A C0 1 15.3 X 10° {Pa) = 15. 3CMPs) 
16 


_ 2 囊 
对 于 帘 加 荷载 名, 其 动 荷 系数 是 : 如 一] 十 1 十 六 一 1 十 ww 二 TO 一 2 


于 是 到 点 的 动 应 力 是 ， 

= ky*o 一 2X5] 一 102(MPa) 
r= Re* ry = 2X15.3= 30.6(MPa) 

(2) 由 主 应 力 计算 公式 得 到 主 应 力 是 ; 


oO = 全 Vs #2) 上 二 


4+0 o— 0 102 十 0 VY 100 — On 7 
-+ ) + = (ee 十 (30.6)7 ~ 111(MPa) 


OE 


= 号 ?一 (号 9 2 一 192 二 Vy a0 67 8 5CMPa) 


由 主 方向 计算 公式 得 到 主 方向 是 : 


1， — 2t |， — 2 X30,6 
mo 一 arctan( 2 )= D arctan 107 二 0 )= 15.5 


主 单元 条 如 图 11-4(b) 所 示 。 


(3) 由 第 三 强度 理论 得 ; 图 11-4<b) 

oa 一 中 一 下 一 111 一 (一 8.5) 一 119.5CMPa) < [o] 一 140(MPa) 
所 以 ,结构 能 满足 强度 要 求 。 
(4) 由 广义 胡 克 定律 得 到 到 点 主 应 变 是 ， 


11X10 一 站 3X( 一 8 5 十 0 X10 
[a - (go 十 gs) | O00 x 103 


El -一 


工 ， 

E 
= 0.57 X10 

评注 : 突 加 荷载 的 动 荷 系数 各 二 2, 读 者 应 记 住 。 

【 例 3] 设 重 量 为 Q 的 物体 ,以 速度 V 水 平 冲 击 到 直角 刚 架 的 CC 点 , 试 求 最 大 动 应 力 。 已 


知 AB 和 BC 为 圆 截面 杆 , 直径 均 为 4 ,材料 的 弹性 模 量 为 了 。 忽 略 轴 力 及 恋 曲 前 力 的 影响 。 
“北京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


图 11-5 
解 ” 当 在 念 点 作用 一 个 水 平 力 入 时 , 刚 架 的 弯 答 图 如 图 11-6 所 水 。 


OZ+ 


M(x) = ri zl EE [DO 下] 
RATCzrs) 一 (六 xz 七 Osa 


其 对 作用 力 的 偏 导数 是 ， 
2 一 Xl Xi ED 下 
2 一 上 Xo ECE [Oa 
由 卡 氏 定理 得 到 C 点 的 水 平 位 移 是 ， 
A 一 二 "| MD 2 党 .dr 


= 吉 * [| Me). a “dm t | Mes) » SE» dre | 
一 击 * | Qe Tl" dr +| 人 "hh dz |= 二 “ (Qh + pre) 


即 静 位 移 是 Ast 一 二 . GF: + ha) 


于 是 得 到 水 平 冲 击 的 动 荷 系 数 是 ， 
/本 | ER _ EY 
人 加 EA s (30 + ha) Ch :gh 3a) 
结构 的 最 大 静 应 力 基 : 


Mm Ch ,32% 
你 ， 1 3 na’ 
32™d 


《ea DJ max 


最 大 动 应 力 是 ， 


_ _ 3ElV” ,32 
(aa Jex 一 Ra * (oo ) MAXK Ves md’ 


评注 :对 于 水 平 冲击 过 程 的 动 茶 系 数 , 即 hu 一 人- ,读者 应 束 记 。 


【 例 4] 如 图 11-7 所 示 等 截面 细 长 杆 件 ,一 重量 为 P 的 物体 自 C 端正 上 方 五 处 自由 下 
落 。 杆 件 弯 昨 部 分 是 半径 为 丸 的 四 分 之 一 圆 , 直 杆 段 长 a 一 R。 各 段 杜 申 刚 度 均 是 EI。 不 计 杆 
的 质量 ,不计 轴 力 和 横向 剪 力 引 起 的 位 移 。 试 求 : 

(DC 端的 垂直 静 位 移 A， 

(2)C 端的 最 大 垂直 冲击 位 移 Ad; 

(3) 杆 伞 所 受 的 最 大 冲击 载荷 Pu。 (北京 航空 航天 大 学 ,2001 年 ) 


11-7 
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解 (1) 当 心 端 作用 静 载 时 ,各 节 上 段 的 弯 算 是 ， 
fw = Px XELo,a] 


MD 一 Patl + sing) gE [0, 六 ] 
其 对 作用 力 王 的 依 导数 是 ， 
| 二 工 Elo,al 


和 —all+sing) 8E€[0,F] 


由 卡 氏 定 理 得 到 CC 端的 垂直 静 位 移 是 : 


一 吉 » ,BaMCz) ， 
st 一 Try 3 已 dz 


1 站 ce + SE “zt MD » ED a. 0| 


3P 


3 
= 十 ， I Pr zs。 ep Pa ll+sing). all+sing) :ae 9|=4.7 办 


EI 
(2) 结构 的 动 载 系 数 是 : 


i 2H 1 了 II 
如一 十 1 十 A i+ 1 十 二 了 Bo 


财 避 端的 最 大 垂直 冲击 位 移 是 ; 
As = ks As = 0 F 有 i) 
(3) 杆 件 所 受到 的 最 大 冲击 载荷 是 : 
Pi—h* P= (二 1+7 8) P 


评注 ;本 题 考察 动 荷 系数 的 基本 松 念 ,这 一 类 考题 在 动 荷载 的 相关 考题 中 占 大 多 数 ， 
【 例 51 如 图 11-8 所 示 的 结构 , 梁 中 点 上 方 高 hh 处 有 一 质量 为 mx 的 小 球 受 重力 作用 自由 


落下 ,冲击 于 梁 中 点 ,已 知 梁 长 为 4, 抗 楚 刚度 为 EI, 抗 弯 截 面 模 量 为 W, 杆 AB、CD 的 长 度 均 为 
4a, 抗 拉 刚 度 均 为 下 A。 


(1) 求 动 载荷 系数 & ;20) 求 梁 内 最 大 动 应 力 mu 
《3) 车 规定 动 应 力 不 能 比 静 应 力 大 出 了 0 倍 , 间 应 受 何 限 制 ? (北京 理工 大 学 ,2000 年 ) 


A- 心 
mm 
a 
B | 


图 11-8 


解 :(1) 当 静 载 荷 mg 作用 在 梁 中 点 时， 
Ra 一 Rno 一 -ng 一 喜人 1 > 


‘204 


对 BD 杆 在 BE 段 :0<a< 了 MD 一 到 mgz 一 pz, 一 2 


Pi, MOU—x)_ Ix 
在 ED 段 ， rl TCD) 一 SC x)， aP 5 
故 玉 点 由 于 BD 梁 的 奇 昌 产生 的 位 移 ; 


1 lp. Perr) 
人 一 | M(x) aM | 一 2 攻 尝 信 | | 2 1 一 PE 
! J, EI aP EI +1 HI 2 48FI 


由 于 AB 和 CD 杆 受 拉 伸 长 ,使 得 下 点 产生 的 位 移 为 :As 一 一 直人 
做 正点 的 静 位 移 ， 


Pa 
Au 一 Al 十 各 一 去 后 二 二- mgahE1+ ER) 


动 载荷 系数 ， AT 96Eh 


(后 +24 扩 ) 


(2) 梁 的 最 大 村 矩 :Me 一 二 ; 
Mm _ A!_mgl 

一 

0 


6ER 
_mgl | 1 十 1 二 一 一 全 


(3) 若 动 应 力 不 能 比 静 应 力 大 出 10 倍 , 即 所 10, 即 ， 


3 3 
1 二 及 十 96Eh <10 he Smgti /Ta/ A ,gt 二 a 二 24at 
站 | 24a 6E SETA 
mgt T+ a A } 


) 


【 例 6] 如 图 11-9 所 示 结 构 中 , 木 杆 AB 与 钢 梁 H 在 端点 BB 锐 接 。 长 度 ! 王 1.0m, 木 杆 AB 与 


加 梁 BC 的 横 截 面 均 为 边 长 a 一 0. 10m 的 正方 形 。 钢 梁 芭 "; 的 弹性 模 量 二 200GPa; 木 杆 AB 的 弹性 
横 量 EE, 二 10GPa。 DD 一 DD 为 与 AB 连接 的 不 变形 钢 杆 , 当 环 状 重 物 QQ 一 1. 2EN 从 AR-0 01m 的 高 度 自 
出 落体 冲击 了 D 一 也 钢 杆 上 时 ,计算 木 杆 AD 段 和 了 BD 段 的 冲击 动 应 力 。( 武 汉 大 学 ,2003 年 ) 


11"9 
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解 ” 当 在 源 结 构 的 D 一 D 截面 作用 静 载 荷包 时 , 令 铵 接点 B 的 约束 力 是 N, 则 原 一 次 超 静 
定 铺 构 的 基本 系 如 图 11-10 所 示 。 


A 


图 11-10 
悬臂 梁 CB 的 BB 截面 挠 度 是 : 
Ni 
fs = | (垂直 向 下 ) 


杆 AB 的 伸 长 量 是 ; 


a EA EA 


由 变形 协调 条 件 , 即 方 一 Am 得 到 ， 
Ni (Q~—MN! Nl 


3El EA E,A 
代入 各 相关 数据 解 出 N 二 55CN) 
这 样 ,D 一 了 截面 的 带 位 移 是 ， 


(CQ 一 AD (lt200 一 55) X1.0 
E,A 190x10 XO.1Xo0.1 


re 
结构 的 动 荷 系数 是 ， 


_ 欧 _ 2X0.01 _ 
=ltyltAa -ly YI 一 4 


AD 段 的 静 应 力 是 ; o. = & 一 人 二 1200 一 55 0 11(MPa) 


A 0.1xX0.1 
其 动 应 力 是 : 
09 = ka ga = 43 X011 = 4.7(MPa) 
同 理 可 以 得 到 BD 段 的 冲击 动 应 力 是 : 


= 1,.2X10:(m) 


gy = Rye ga 一 委 X 信 = 43X 0 一 0. 24(MPa) 
评注 ;对 于 溃 击 问题 , 静 位 移 A 的 计算 占有 类 部 分 的 计算 量 ,特别 是 超 静 定 结构 的 静 位 移 
计算 。 


"OG 


【 例 73 图 11-11 所 示 带 中 间 贸 刚 架 , 横 截面 是 正方 形 , 已 知 :b.a; 材 料 的 弹性 模 量 上 ; 物 重 Q。 


隐现 总 


图 11-11 
(1) 将 重 物 QQ 当 和 作 静 载荷 垂直 向 下 作用 于 A 点 时 , 弘 制 刚 架 的 弯 答 图 ; 
《2) 求 入 点 的 垂直 人 位移， 


{3) 当 重 物 Q@ 由 高 h 处 自由 落体 向 下 冲击 刚 架 时 , 求 刚 架 的 最 大 正 应 力 。( 南 京 航 空 航天 
大 学 ,2002 年 ) 


解 〈D 设 下 = 方 Q ,由 结构 对 称 性 取 半 结构 分 析 如 图 11-12(a) 所 示 ， 


-1 
天 -如 


ll-12(a) 


则 结构 中 各 节 段 的 弯 矩 是 : 
人 一 Fr fl EE [0,0 
M(xs) 一 Fa — Nr: x EE [0,a] 
其 对 作用 力 N,F 的 箭 导 数 分 别 是 ，: 
aM( ry 
aN = 0 zx EL0O,a) 
DATCTID) 
aF 一 工 ] 二 1 亡 [0;a] 
3M(za) _ 
aN 一 2 To 七 [0,al 
Te 一 4 x; EL0,a] 
由 卡 尼 定理 ,入 点 的 水 平 位 称 是 ， 
1 dMt( zr) 
Au = FI “| Mz) "TaN 


“207e 


= 十 * [| Mc) OSS .drt | MGs) 2 dr] 


“HH 
= 十 。 [Lm .0 。 dr 十 | Cr Nza)t ze) ds | 
1 ,Na _Fa’ 
"3 2 ) 
而 由 结构 对 称 性 ,AA 点 水 平 位 移 Ana 应 该 等 于 零 , 即 
1 Na Fa’ 
再" 和 20 
3. 3 1,, 3 
T2722 740 
这 样 , 刚 架 的 弯 算 图 如 岁 11-12(b) 所 示 。 
Lor 
ko : 
Jo A Fo 
ga 国 加 
图 11-12tb} 
《2 同样 ,由 卡 氏 定理 得 到 AA 点 的 生肖 位 穆 是 : 
1,， , 2M) ， 
A, 一 百 | Mz) MD .qr 


_ Ti ac 。 Mp) 
一 下 [| Mn) 3F dx + | MG) aF do 


= 击 . [| rz, ,yd 十 | cra 一 Ne .avdzi] 


ir _ Ti 了 .由 
Cs Fa 3 Na ) 


| 24” FI 
(3) 结构 的 动 荷 系数 是 
如 一 1 二 1 二 和 一 1 二 /1+ 让 一 1+411 TY 
贱 架 的 最 大 静 应 力 是 ， 
1 
Me 2 gs@ 
st 4 max W, 1 , 区 在 3 
所 以 , 刚 架 的 最 大 动 应 力 是 ， 


《ad ) max 一 天 * (st ) max 一 6 十 ] 十 生生， 3Cck 


评注 :利用 结构 对 称 性 求 其 静 位 移 是 本 题 的 关键 。 
【 例 8】 直径 为 4 的 圆 截 面 直角 刚 架 ABC 与 杆 CD{ 圆 截面 ,直径 为 do) 较 接 于 蕊 点 , 今 有 
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一 重 为 驴 的 物体 ,由 高 度 互 处 自由 下 落 冲 击 孔 点 , 试 校 核 CD 杆 的 安全 。 已 知 :材料 为 钢 ,mm 三 
380MPa,a, —240MPa,a;=200MPa,E=200GPa,G=80GPa,d=50mm;, do = 10mm,1=1m;Q 
一 200N, 百 一 20mm, 安 全 系数 0 一 2 ,稳定 安全 系数 n.= 二 3。( 同 济 太 学 ,2002 年 ) 


图 11-13 
解 ” 设 二 力 杆 CD 的 压力 是 N, 则 原 一 次 超 静 定 结构 的 基本 系 如 图 11-14ta) 所 示 。 
CGC | 可 
到 
0 
B 
起 
D 
图 11-14ta) 


将 作用 力 六 简化 到 也 点 得 到 作用 力 N' 二 和 N 和 扭矩 了 二 Ni 如 图 11-14(b 所 示 。 


B 
A T=NI 


N=N 
图 11-14Cb) 

则 了 点 的 挠 度 和 扭转 角 是 : 

良 = 各省 交 -和 包 肌 iD ( 重 直 向 下 ) 

By 一 二- 一 ( 沿 北 时 针 方向 ) 


由 BB 点 位 移 引 起 的 C 点 位 移 是 ，; 


_ QDE Ni 1 
太一 大 -9 一 人 一 GT ( 重 直 向 下 ) 


而 由 作用 力 N 引起 的 C 点 位 移 是 ， 


_ NL 
fu ~ EI 


于 是 ,C 点 的 挠 度 是 ; 


"OO 


CD 杆 的 压缩 量 是 ， 


N.2! 
E 
根据 原 结构 的 变形 协调 条 件 , 即 f. 二 Aico 得 到 ; 
(G 一 NO NB_NB_N*:2 


3ET GD 3 EA 


TD 一 


从 中 解 出 NN 二 35CN} 


结构 的 静 挠 度 是 . 
A = (200—35) Xl = 0.001(m) = 1(mm) 
2 X200 X10 XE XX(0.05) 
结构 的 动 荷 系数 是 ， 
_ 2H 2X20 
民 , 一 1 j++ = lil11 i =8 
杆 CD 的 动 内 力 是 ; 
Ni= Ki* N= 8X35 -= 280(N) 
CD 杆 的 柔 度 是 : 
了 站 兴工 站 mE nr X 200 X 10 
A 二 全 = 二 400 汪 一 /人 一 /大 90X10 一 100 , 属 大 柔 度 杆 。 
1 x (0.01) ? gp 200 X 10° 
其 临界 内 力 是 ， 
2E 1 : x ?00 x10 、 1 
Ns 一 av 和 一 “一 XXwX (0.01)? = 1000(N) 
CD 村 的 实际 稳定 安全 系数 是 ， 
N. _ 1000 


"== 80 = 3.6 > n, 二 3 ,稳定 性 满足 要 求 。 


评注 :由 于 CD 杆 无 削弱 截面 , 故 不 需要 对 其 进行 强度 校 核 , 读 者 请 注意 
【 例 93 如 图 11-15 所 示 , 高 Ah, 宽 5 的 矩形 截面 滩 ABC ,材料 的 弹性 模 量 为 卫 , 在 BC 中 部 
学 重力 为 已 的 物 笨 自由 落体 冲击 , 求 最 大 工作 应 力 。( 南 京 航 空 航天 大 学 ,2000 年 ) 
8 
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解 ” 当 甫 载荷 筷 作用 在 BC 杆 中 部 时 ， 
各 段 内 力 为 ;:AB 段 ; 0 委 x<Sz 
Mr = ,= 


BC 段 ,1<r< 
Mn 一 皇 (z 一 D， = 


DC 段 ， “rel 


MD) -Qn ,ME - 


ow 2 
则 也 点 的 静 位 称 ， 
Q 
&C 一 2 4 1) 
一 tz 2 .Et 
= 一 车 一 2 )daz+ | EI 2 dr 
Q 
-党 (2 一 工 ] 
2 2 2 一 *， 5Q8 
| a El ' 2 dx—718F1 
五 96FEI 
ka = | A lt Sof 
静 载 作用 下 ,最 大 弯 矩 
_& 
Mow ~ 久 
de QU 3 
Sm WW bh/6 bh’ 
故 在 冲击 载荷 作用 下 的 最 大 工作 应 力 为 ， 
(oD wm — Kaomn—iR (+ I+ BER). 
第 三 站 二 题 


一 、 填 室 题 


1. 车 弹簧 在 Q@ 作 用 下 的 静 位 移 A. 一 20mm, 在 外 自由 下 落 冲 击 时 的 最 大 动 位 移 A 
6omm, 则 弹 往 所 受 的 最 大 冲击 力 P 为 


2, 如 图 11-16 所 示 , 染 在 突 加 载荷 Q@ 作 困 下 其 最 大 论 短 Maxws 一 


2 
A | 
AY ,AM 
| | 
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3. 如 图 11-17 所 示 二 梁 受 冲击 载荷 作用 ,二 梁 的 截面 .材料 均 相 同 ,长度 及 冲击 点 如 图 所 
示 , 二 梁 在 冲击 下 ,最 大 肉 曲 正 应 力 。〔 填 “相等 ”或 “不 相等 ”) 


二 .选择 题 

1, 边 长 为 d 的 正方 形 截 面 村 (1) 和 (2) ,村 (1 是 等 截面 ,本 52) 为 变 截 面 , 如 图 11-18 所 示 。 
两 杆 受 同样 的 冲击 载荷 作用 。 对 于 这 两 种 情况 的 动 荷 系数 kd 和 本 内 最 大 动 荷 应 力 ca 有 下 
列 结 论 : 

A.Ck)1 (kg)s » Cnor 1 < Ca ys 

BRa) 1 Ra)a Coa )1 > (aran)2 

CRD Rd) (Oana ) 1 Cdn 22 

了 【二 > CRad a s Cogmax )1 > Codmax )2 


Lie 


图 11-18 

2. 构件 作 均 变 速 直线 运动 时 , 关于 其 动 应 力 和 相应 的 静 应 力 之 比 , 即 动 载荷 系数 和 有 如 
下 结论 : 。 
上. 等 于 1 B. 不 等 于 1 C, 恒 太 于 1 D, 恒 小 于 1 

3. 在 冲击 应 力 和 变形 实用 计算 的 能 量 法 中 ,因为 不 计 被 冲击 物 的 质量 ,所 以 计算 结果 与 实 
际 情况 相 比 ， ，。 

A. 冲击 力 偏 大 ,冲击 变形 偏 小 

B. 冲击 力 偏 小 ,冲击 变形 偏 大 

C. 冲击 力 和 变形 均 偶 大 
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D, 冲击 力 和 变形 均 偏 小 
4. 自由 落体 冲击 时 , 当 冲 击 物质 重量 Q 增 加 一 信 时 ,车 其 他 条 件 不 变 , 则 被 冲击 结构 的 动 


应 力 。 

A. 不 变 B. 增 可 一 售 

C, 增加 不 足 一 倍 了 增加 一 倍 以 上 

5. 对 水 乎 冲击 情况 , 当 杆 长 由 变 为 红 , 横 截面 面积 由 A 变 为 0.54A 人 时, 杆 的 冲击 应 力 oa 
和 冲击 变形 As 变化 情况 是 __ ，。 

A.m 增 大 ,aa 不 变 B. oa 不 变 ,Aa 增 大 

Co 和 Au 增 大 了 .cs 和 Aa 不 变 


6. 如 图 11-19 所 示 ab 两 染 除 右 支 座 不 同 外 ,其 他 条件 均 相 同 , 重 物 自 高 hh 处 自由 下 落 ， 
冲击 中 点 C,a 梁 最 大 冲击 正 应 力 为 smea :bb 梁 最 大 冲击 正 鹿 力 为 mee ; 则 ; 


之 


Fr 


g 
图 11-19 
A, Cmaxea > Crab B. Cmaxra < Earthb 
( mara 一 rab D. rmanva 与 Tmax:b 关系 不 确定 


三 .判断 题 


1. 如 图 11-20 所 未 三 杆 材 料 相同 ,受到 重量 ,速度 相同 的 重 物 G 的 轴 向 冲击 , (a}) 杆 冲击 
应 力 最 小 。( ) 


图 11-20 


四 、 计 算是 
1. 如 图 11-21 所 示 和 矩形 截面 刚 梁 ,A 端 是 固定 铵 支 座 ,B 端 为 弹簧 支撑 。 在 该 梁 的 中 点 C 
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处 受到 的 重量 为 P 一 40N 的 重 物 , 自 高 度 上 =60mm 处 自由 落下 冲击 到 粱 上 。 已 知 弹 得 刚度 
R 一 25.32NAmm, 钢 的 下 一 210GPa, 求 梁 内 最 大 冲击 应 力 { 不 计 梁 的 自重 )。 


10 


图 11-21 


2. 已 知 AB 杆 的 EI 和 克 , 弹 管 刚度 上, 重 物 与 弹 竹 接触 时 的 水 平 速 度 为 ww 如 图 11-22 


所 示 , 求 AB 杆 内 最 大 下 应 力 。 


图 11-22 


3. 某 发 动机 排 气 阀 的 钢 柱 螺旋 弹簧 ,其 平均 直 径 一 60mm, 圈 数 "一 10, 禾 丝 直径 4 一 6mm， 
弹 得 材料 的 m = 1300MPa, mn = 800MPa, = 二 500MPa, = 二 300MPa , G 二 80MPa 。 弹 簧 在 预 
压缩 量 X = 40mm 和 最 大 压缩 最 mx 二 90mm 范围 内 工作 。 若 取 8 一 1 , 试 求 弹 先 的 工作 安全 系 
数 。 . 

4. 重 物 包 通过 轴承 对 圆 轴 作用 一 垂直 方向 的 力 @ 二 10kN ,而 轴 在 士 30" 范围 内 往复 摆 
动 ,如 图 11-23 所 示 。 已 知 材料 的 m 二 600MPa,c ; = 250MPa,o, 二 340MPa ,内 一 0 1 。 对 
危险 截面 上 的 点 1,2,3,4, 斌 求 : (1) 应 力 变 化 的 循环 特征 ;(2) 工 作 安 全 系数 。 
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图 11-23 


5, 如 图 11-24 所 示 机 车 车 轮 以 二 = 300r min 转 的 如 旋转 ,平行 杆 AB 的 横 截 面 为 矩形 ,天 
4 


二 5, bcmya 一 2. gcm ,长度 [一 200cmr 一 25cm, 材 料 的 密度 7 = 7, 8g/cm? , 试 确定 平行 杆 最 危 
险 的 位 置 和 杆 内 最 大 正 应 力 。 


轿 11-24 
6, 桥 式 起 重 机 上 翘 挂 一 重量 G 一 50kN 的 重 物 ,以 均匀 速度 wv 一 tmys 向 前 移 , 如 图 11-25 
所 示 。 当 起 重 机 突然 停止 时 , 重 物 像 单 摆 一 样 向 前 摆动 , 若 梁 为 14 号 荆 字 钢 , 吊 索 横 截面 面积 
和 有 一 5X10 mz , 问 此 时 吊 索 内 及 梁 内 的 最 大 应 力 增加 多 少 ? 设 吊 索 的 自重 以 及 由 重 物 摆动 引 


起 梁 的 斜 弯 影 响 都 忽略 不 计 。 


图 11-25 


好。 


第 12 章 交 变 应 力 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 交 变 应 力 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 : 
(1) 疲 劳 失 效 ; 

《2) 交 变 应 力 的 循环 特征 ,应力 幅 和 平均 应 力 ，; 

(3) 持 入 极 限 以 及 影响 因素 ; 


C4) 持久 极限 曲线 。 
第 一 节 “本章 内 容 总 结 
1. 基本 概念 
(1) 交 变 应 力 
构件 内 中 时 间作 周期 性 变化 的 应 力 , 称 为 交 变 应 力 。 
(2) 疲 劳 与 疲劳 失效 


结构 的 构件 或 机 械 、 仪 表 的 零 部 件 在 交 姿 应 力作 用 下 发 生 的 破坏 现象 , 称 为 疲劳 失效 ,简称 
疲劳 。 

构件 在 交 变 应 力作 用 下 失效 时 ,具有 如 下 特征 : 

DD 破坏 时 的 和 名义 应 力 值 往往 低 于 材料 在 静 载 作用 下 的 届 服 应 力 ; 

加 构件 在 交 变 应 力作 用 下 发 生 破坏 需要 经 历 一 定数 量 的 应 力 循 环 ， 

鲍 构 件 在 破坏 前 没有 明显 的 塑性 姿 形 预兆 ,即使 望 性 材料 ,也 将 呈现 “突然 ”的 脆性 渐 型， 

外 金属 材料 的 疲劳 断裂 其 口上, 有明 最 的 光 渭 区 域 与 颗粒 区 域 。 光 滑 区 是 裂纹 扩展 区 域 ， 
其 上 有 裂纹 源 ; 粗 糙 区 是 最 后 脆 福 断裂 的 区 域 ， 

疲劳 失效 的 机 理 ， 

将 变 应 力 引 起 金属 原子 唱和 格 的 位 错 运动 ~ 位 错 运动 聚集 ,形成 分 散 的 微 裂 纹 一 徽 裂 纹 沿 结 
晶 方 向 扩展 (大 致 沿 最 大 前 应 力 方 向 形成 滑 称 带 ) .贯通 形成 宏观 弄 镁 一 宏观 裂纹 沿 垂直 于 最 大 
拉 应 访 方 向 扩展 ,宏观 裂纹 的 两 个 侧面 在 闯 变 载荷 作用 下 ,反复 挤 压 、 分 开 , 形 成 断口 的 光 清 区 
一 突然 断 型 ,形成 新 口 的 颗粒 状 粗糙 区 ， 

C3) 应 力 循环 

应 力 大 小 经 历 了 一 个 全 和 过程 变化 叉 回 到 原来 的 数值 , 称 为 一 个 应 力 循环 。 完 成 一 个 三 态 握 
环 所 需 的 时 间 T, 称 为 一 个 周期 ， 

(4) 循 环 特征 或 应 力 比 


一 个 应 力 循 环 中 最 小 应 力 om 与 最 大 应 力 cue 的 比值 : > 一 On 称 为 交 变 应 力 的 循环 特征 
或 应 力 比 。 
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(5) 平 均 应 力 

or 与 xun 的 代数 平均 值 , 即 6。 一 gm 广 eom , 称 为 平均 应 力 。 

(6) 应 力帆 

最 大 应 力 与 最 小 应 力 之 差 的 一 半 , 即 = 一 方 (eme 一 own) ,0 不 随时 间 变 化 的 交 变 应 力 称 
恒 幅 交 变 应 力 ,否则 称 变 幅 交 变 应 力 ， 

2. 对 称 循 环 与 脉动 笃 环 


如 果 mmx 与 om 大 小 相等 ,符号 相反 ,此 时 的 应 力 循 环 称 为 对 称 循环 ,对称 循环 有 如 下 
特点 : 
r 一 一] om 一 O00 一 gow 
车 应 力 循环 中 gw 二 0 (或 gmx 一 0 ) ,表示 交 变 应 力 变 动 于 某 一 应 力 与 零 之 间 , 这 种 情况 称 
为 脉动 循环 ,这 时 有 : 
1 


r O00 vn 一 D Omax 半 :Tf 


a Gm 一 3 
交 变 应 力 的 特例 一 一 静 应 力 :这 时 应 力 并 无 变化 ,有 7 二 1.9, 一 Dear 一 
3. 持久 极限 


mm Um 


标准 试 件 经 过 无 穷 多 次 应 力 循环 而 不 发 牛 破坏 时 的 最 大 应 力 值 , 称 为 该 材料 的 持久 极限 。 
持久 极限 也 称 瘦 劳 极限 。 

条 件 持久 极限 ;规定 标准 试 件 在 一 定 循环 次 数 下 不 破坏 时 的 最 大 应 力 , 称 为 条 件 持久 极限 
(或 名 义 持 入 极限 )。 


4 应 力 寿命 曲线 


表示 一 定 循环 特征 下 标准 试 件 的 疲劳 强度 与 疲劳 寿命 之 间 关 系 的 曲线 , 称 应 力 奉 命 曲线 ， 
也 称 S N 曲线 。 

S 一 曲线 是 通过 专用 疲劳 试验 机 ,用 若干 光滑 小 尺寸 专用 标准 试 件 测试 而 得 。 试 件 分 为 
若干 组 ,各 组 承受 不 同 的 应 力 水 平 ,使 最 大 应 力 值 由 高 到 抵 ; 让 每 组 试 件 经 历 应 力 循 环 , 直 至 破 
坏 。 记 录 每 根 试 件 中 的 最 大 应 力 ooo 名义 应 力 , 即 疲劳 强度 )} 及 发 生 破 坏 时 的 应 力 循 环 次 数 
《又 称 寿 命 ) N , 即 可 得 S 一 N 应力 寿命 曲线 ,如 图 12-1 所 示 。 
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5. 影响 持久 极限 的 因素 


对 称 循环 的 持久 极限 用 o_ 表示 。 通 常 针 对 so_1 ,研究 影响 持久 极限 的 主要 因素 。 

1 构件 外 形 的 影响 

构件 外 形 的 突变 ( 构 . 孔 ,缺口 . 轴 肩 等 ;引起 应 力 集中 。 应 力 集 中 区 易 引 发 疲劳 裂纹 ,使 持 
久 极 限 显著 降低 。 用 有 效应 力 集中 系数 六 或 六 描述 外 形 突变 的 影响 ， 


_ 《aid 5 《1 
= (Co_1)E 或 入 (Tt 10k 


其 中 : (as 或 (zc_1)4 是 无 应 力 集中 的 光滑 试 件 的 持久 极限 , (ez 或 re 是 有 外 形 罕 
变 斌 忻 的 持久 极限 。 

工程 中 已 将 或 的 数值 整理 成 曲线 或 表格 。 此 处 ,可 分 别 表 示 弯 曲 与 扭转 的 情 阅 。 

因 (oa (Co Dr (zr 1 > Cr 

故 有 &, > 1,k, 1 

2) 构 件 尺 才 的 影响 

持 和 久 极 限 是 用 小 试 件 测定 的 :实际 构件 尺寸 较 大 。 研 究 表明 ,尺寸 武大 ,持久 极限 越 倚 。 理 
由 如 下 ; 

对 于 受 租 转 的 大 、 小 两 圆 入 截面 试 件 ,如 两 者 的 最 大 前 应 力 相 同 , 则 大 试 件 横 截 面 上 的 高 应 
力 区 比 小 试 件 的 大 。 即 天 试 件 中 处 于 高 应力 状态 的 唱 粒 比 小 试 件 的 多 , 故 引 发 疫 劳 裂纹 的 机 会 
也 名，。 

光 沿 小 试 件 对 称 循环 下 的 持久 极限 为 o_! ; 兴 滑 大 斌 件 的 持久 极限 为 to_1)a :; 则 比值 为 ; 


6 一 和 ( 称 为 尺 十 系数) 

对 扭转 ,尺寸 系数 为 , e. 一 Es 

显然 有 ae 三 1;,s, 二 1。 对 给 定 尺寸 的 大 试 件 , es 或 se, 可 以 从 有 关 表 格 中 或 曲线 图 查 得 。 

3) 构 件 表面 质量 的 影响 

构件 上 的 最 大 应 力 常 发 生 于 表层 ,疲劳 裂纹 也 多 生成 于 表层 。 故 构件 表面 的 加 工 缺 陷 ( 划 
盖 . 擦 伤 ) 等 将 引起 应 力 集中 ,降低 持久 极限 。 为 计 及 表面 加 工 质 量 对 持久 极限 的 影响 ,引入 表 
面 质 量 系数 8 : 


8 一 《CT 3 


Ce 1)4 
其 中 , (a_1)4 是 表面 磨 光 试 件 的 持久 极限 ,Co 1) 为 其 他 加 工 情形 时 的 构件 持久 极限 。 如 
表面 加 工 质量 低 于 磨 光 试 件 时 , 8 < 1 。 不 同 表面 粗糙 度 的 表面 质量 系数 可 以 从 有 关 表 格 或 
昌 线 图 中 查 得 ， 


综合 上 述 三 种 因素 ,对 称 循环 下 承受 正 应 力 构件 的 持久 极限 为 ; 中 ,一 0 


如 构件 承受 的 是 剪 应 力 , 则 有 : 蕊 ! 一 Sr ， ,其 中 , o-! ,r-, 是 光滑 小 试 件 的 持久 极限 。 除 


此 之 外 ,构件 工作 环境 (如 温度 介质 等 ) 也 会 对 其 构件 持久 极 艰 有 影响 。 
1 8。 


6. 持久 极限 曲线 


循环 特征 为 > 的 非 对 称 循环 ,用 = 表示 持久 极限 。 通 过 疲劳 实验 可 求 得 不 同 循环 特征 > 下 
的 S 一 NN 曲线 如 图 12-2 所 示 。 利 用 S$ 一 NN 曲线 ,如 对 碳 钢 试 件 ,在 N 一 10: 处 (虚线 ?可 得 到 不 
同 r 下 的 ao, 。 


图 12-2 图 12-3 


若 建 立 以 平均 应 力 mm 为 模 轴 ,应 力 幅 a 为 纵 轴 的 坐标 系 , 则 由 图 12-2 中 的 > 与 o; 可 以 求 
得 相应 的 mm 与 m ,进而 画 出 图 12-3 所 示 的 持久 极限 曲线 ACB 。 此 曲线 与 坐标 轴 赎 成 一 个 不 
发 生 疲 劳 破坏 的 交 变 应 力 范围 。 如 现 有 一 应 力 循环 P( msom ) 

Gs om = max 
了 工 (rs 一 om) 加 
射线 OP 的 斜率 为 bane 一 血 一 二 = 于 
On DB (ora 十 Grn) ” 

由 上 式 可 知 , 同 一 射线 上 的 点 具有 相同 的 循环 特 御 + 。 对 给 定 的 > ,如 果 mw 过 ga; ,; 则 不 会 
出 现 疲 劳 失 效 。 故 OP 射线 上 存在 一 个 由 持久 极限 s, 确定 的 临界 点 P 。 

将 不 同 x 下 的 持久 极限 临界 点 连接 起 来 , 妈 可 得 到 如 图 12-3 所 示 的 持久 极限 曲线 。 现 考 
察 该 曲线 ACB 上 几 个 特殊 点 ， 

入 点 ;a 二 90 mm 一 0 一 or 一 一 , 故 该 点 对 应 对 称 特 环 的 持久 极限 =: 。 

也 点 :ae 一 0 on 一 ouxyg 一 0,7 二 十 1 , 故 该 点 对 应 静 载 的 强度 极限 。 


C 点 :ea 一 45 tana = 1,gn 一 中 一 > 二 0 , 故 该 点 对 应 脉动 循环 的 持久 极限 m ，。 


工程 中 ,常用 折线 ACB 简化 代替 原来 的 持久 极限 曲线 。 这 样 只 要 由 实验 确定 相应 于 对 称 
循环 .脉动 循环 与 静 荷 的 A.C.B 三 点 即 可 。 设 AC 的 倾角 为 7 , 则 有 1; 


2 


2 


Dl 
; 一 t 二 
上 . any m5 


AC 上 的 点 (om yo ) 都 与 持久 极限 a 对 应 , AC 直线 的 方程 为 ，; 
cn 二 1 一 上 am， 系数 央 称 为 敏感 系数 ,与 材料 和 构件 的 加 载 方式 有 关 。 


7. 构 忻 的 瘦 劳 强度 计算 


(1) 对 称 特 环 下 ,构件 的 疫 劳 强度 条件 为 : cue < [= 空 


219. 


其 中 :cuv 是 构件 危险 点 的 最 大 工作 应 力 ; > 为 构件 的 规定 疲劳 安全 系数 。 上 式 也 可 表达 
为 二 之 , 则 强度 条 件 可 表达 为 : 之,n, 二 和 + 代表 构件 的 疲劳 工作 安全 系数 。 将 oz 的 
表达 式 代入 mm 的 表达 式 ,有 ， 


1 


nls 二 轩 A 
ef ™ 
对 扫 转 交 变 应 力 有 : n. 一 了 一 一 之 
ef ™ 
(2) 非 对 称 循 环 时 的 强度 条 件 为 ; 
六 一 一 CCL 六 天 
fo k, 二 
ep 十 Brom 
式 中 内 称 为 敏感 系数 ,与 材料 和 构件 的 加 载 方式 有 关 。 
《3) 弯 扭 组 合 疲劳 强度 条 件 
了 0 扩 
—— > 
MA 和 十 于 


式 中 me 为 交 变 正 应 力 与 变 蛮 切 应 力 组 合 时 构建 的 实际 安全 系数 ; mm , mr 分 别 为 只 有 交 变 
正 应 力 和 只 有 交 释 切 应力 时 的 实际 安全 系数 ， 


8. 提高 构件 疲劳 强度 的 措施 


疲劳 裂纹 主要 形成 于 构件 表面 和 应 力 集 中 部 位 , 故 提高 疲劳 强度 应 从 以 下 方面 着 手 : 

(1) 减 缓 应 力 集中 :设计 构件 外 形 时 ,避免 方形 或 带 有 尖 角 的 了 筷 和 槽 ,在 截面 突变 处 采用 足 
够 大 的 这 渡 圆 角 等 。 

C2) 降低 表面 粗糙 度 及 避免 使 构件 表面 受到 机 械 损 伤 或 化 学 损伤 (如 腐蚀 等 )。 

C3) 增加 表层 强度 :可 采用 高 频 溢 火 等 热处理 , 渗 碳 、 氮 化 等 化 学 处 理 和 机 械 方法 (如 喷 丸 
等 ) 强 化 表层 ,以 提高 疲劳 强度 。 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


(1) 交 变 应 力 的 循环 特征 相关 概念 

(2) 影响 构件 持久 极限 的 主要 因素 ， 

C3) 持久 极限 曲线 的 定义 。 

【 例 可 如 图 12-4, 在 a 一 oa, 坐标 系 中 (os 为 交 变 应 力 的 幅度 ,aw 为 平均 应 力 ) ,Ci .Cs 两 点 
均 位 于 一 条 过 原点 口 的 直线 上 , 设 CC 两 点 对 应 的 两 个 应 力 的 循环 特征 为 六 、y; ,最 大 应 力 
分 别 为 ma ones ; 则 .。 (哈尔滨 工业 大 学 ,1999 年 ) 


A N= qm om 也, Y=—=Y om na 
oA 


CE Gd ra D, PF Gre ma 


图 12-4 


〖 例 2 了 疲劳 破坏 原因 是 材料 经 长 期 工作 后 ,材料 起 了 变化 ; 妈 质 变 了 ,因而 导 序 虞 然 断 
裂 , 这 种 说 法 妥 否 ? 试 解释 之 。( 中 南 工业 太 学 ,2000 年 ) 

解 ” 这 种 说 法 不 有 要 。 受 变 变 应 力作 用 的 构件 ,因为 表面 上 存在 机 械 划 痕 ,结构 上 存在 内 圆 
和 角 . 和 孔 , 缺 口 或 突变 截面 或 材料 内 部 的 缺陷 ,了 从而 形成 局 部 应 力 集中 区 ,引起 微 裂纹 ,在 交 变 应 力 
作用 下 逐渐 扩展 , 随 着 裂纹 的 扩展 ,构件 截面 逐步 前 弱 , 到 一 . 定 极 跟 时 构件 便 突 然 断 型 。 

【 例 3] 当 交 变 应 力 的 不 超过 材料 疲劳 极限 时 , 试 件 可 经 历 无 限 次 应 力 循环 ,而 
不 发 生 疲 劳 破坏 。 (哈尔滨 工业 大 学 2000 年 试题 ) 

入 ,应 力 幅 度 B， 最 小 应 力 C, 平均 应 力 D. 最 大 应 力 

解 D。 


第 三 三 习 题 


一 、 简 答题 
什么 是 疲劳 破坏 ? 
二 ,填空 题 


1. 影响 实际 构 性 持久 极限 的 因素 通常 有 、 、 ;它们 分 别 用 
、 来 如 以 修正 。 

2， 提 高 构件 疲劳 强度 的 主要 措施 有 ， 、 。 

3. 塑性 材料 和 脆性 材料 中 ， 对 应 力 集中 更 为 敏感 。( 西 安 电 子 科技 大 学 ,2000 年 ) 

三 ,选择 题 

1. 受 P 力作 用 的 圆 轴 , 如 图 12-5 所 示 , 存 a= 土 30" 范围 内 往复 转动 , 则 跨 中 某 横 截面 上 BB 
点 的 应 力 循 环 有 四 种 答案 ， . 

入. 对称 循环 B. 脉动 循环 C. 非 脉动 循环 D. 甫 载 


2, 图 12-6 所 示 静 下 的 圆 截面 染 , 受 到 与 销 垂 轴 y 夹 角 士 30 的 往复 运动 载荷 Fr 的 作用 。 
危险 截面 上 有 1.2.3.4 四 个 点 ,这 四 个 点 中 应 力 循环 特性 x 一 0 的 点 是 ; 
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Fe 
图 12-5 
| 
B22 
图 12-6 
态 . 点 1 B, 点 2 C, 点 3 DD, 点 4 


3, 构件 内 某 点 处 突变 应 力 的 “o 一 ”曲线 如 图 12-7 所 示 ,r 表示 循 环 特征 ,以 on 表示 平均 应 
力 , 以 os 表示 应 力 幅 度 ,as soon 分 别 表示 最 大 、 最 小 应 力 , 刚 该 循环 为 : 


图 12-7 
A,r= 0.5 ,gm™— 25MPa,g, = 75MPa 
了 r 一 -0.5 一 100MPa.o,— 0 
CC, gmx— 100MPa :om 一 SOMPa,o,— 75MIPa 
TD、 一 75MPa or = 25MPamy 一 100MPa 


\ 计 算 题 


斌 在 am 一 a 直角 坐标 中 , 标 出 如 图 12-8 所 示 各 种 变 应 力 状 态 的 点 ,并 计算 它们 的 循环 特 
征 值 >。 


图 12-8 
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第 13 章 压 杆 稳定 


知识 要 点 


本 章 主要 介绍 了 压 杆 稳定 的 相关 知识 ,是 历年 考研 必 考 之 内 容 。 主 要 内 容 包 括 ， 
《1 两 端 镶 支 细 长 压 杆 的 临界 压力 ; 

《2 其 他 支撑 条 件 下 的 临界 压力 ; 

《3) 欧 拉 公 式 的 适用 范围 ; 

(4) 压 杆 的 稳定 校 核 。 


第 一 节 本章 内 容 总 结 


1. 稳定 平衡 的 概念 


若 处 于 平衡 的 构件 , 当 受 到 一 微小 的 于 抗力 后 ,构件 储 高 原平 衡 位 置 , 而 干 名 力 解除 以 后 ， 
又 能 恢复 到 原平 衡 状 态 时 ,这 种 平衡 称 为 稳定 平衡 。 由 稳定 平衡 过 渡 到 不 稳定 平衡 的 压力 的 虱 
界 值 称 为 临界 压力 (或 临界 力 ) ,用 Ps 表示。 

2. 细 长 压 杆 临界 压力 的 欧 拉 公式 


两 病 匀 支 细 长 压 李 的 虱 界 压力 选 本 如 图 13-1 所 示 , 坐 标 系 zoy。 距 原点 为 x 的 任意 截面 
的 挠 度 为 >, 弯 扎 M 的 绝对 值 为 卫 ,， 


图 13-1 
将 其 代入 弹性 指出 线 近似 微分 方程 ; 则 得 ;Ely 二 Mtx) 一 Py 


信访 一 忆 , 则 有 :yy 一 4 
该 微分 方程 的 通 解 为 :y 一 Cicoskz 十 Disin&r , 式 中 ,Di -- 积 分 常数 ,可 由 边界 条 件 确 


压 杆 为 球 铵 支 座 提供 的 边界 条 件 为 :rz 一 0 时 ,yy 一 0 一 时 ,> 一 0 
将 其 代 人 通 解 式 , 可 解 得 C 二 0, 故而 ;Disin& 二 0 
上 式 中 ,车 Di 一 0, 则 y 生 0, 即 压 村 各 处 撕 度 多 为 零 , 杆 仍然 保持 直线 状态 ,这 与 压 杆 处 于 
微 弯 状态 的 前 提 相 了 矛盾 .因此 Di 关 0, 只 有 sink! 二 0 
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满足 上 式 的 妃 值 为 :如 一 rrtz 一 0 1.2) 


于 是 不及 一 六 EI 一 人 所 恒 

上 式 表 明 ,使 讨 杆 保持 曲线 形状 平衡 的 庄 力 ,在 理论 上 是 多 值 的 ,实际 上 ,只 有 使 杆 件 保 持 
微小 弯曲 压力 才 蚌 临界 压力 P。。 

车 皮 二 0; 则 P 二 0, 表明 杆 件 上 未 受 于 力 已 失 稳 , 故 n 关 0。 因 此 ,只 有 取 n = 工 林 有 实际 
意义 ,于 是 可 得 临界 太 力 为 ， 


m™ El 
本 
上 式 即 为 两 端 锐 支 细 长 压 杆 的 临界 压力 表达 式 , 也 称 为 两 端 锐 支 细 长 压 杆 的 欧 拉 公式 .。 当 
杆 端 约束 不 同时 ,显然 其 临界 不 力也 不 同 : 
P.. = EL 
(a 
这 蚌 欧 拉 公 式 的 普遍 形式 。 式 中 yx 称 为 长 度 系数 ( 亦 称 约束 影响 系数 ), 它 家 示 杆 端 约束 对 
临界 压力 的 影响 , 随 杆 端 约束 而 异 。j 表示 把 压 杆 折算 成 相当 于 两 端 铵 支 压 杆 时 的 长 度 , 称 为 相 
当 长 度 。 
几 种 常见 杆 问 约束 的 发 度 系 数 为 如 表 13-1 所 示 。 
表 13-1 几 种 常见 杆 端的 约束 的 长 度 系 数 


杆 端 约 东 情况 一 端 因 定 一端 自由 | ”两 映 锐 支 。 | - 端 拉 支 一 端 固定 | 。 ”两 端 因 定 
a 2.0 1 0.7 0.5 


3. 失 稳 次 曲 方向 

(1) 球形 匀 ; 守 曲 与 DP. min 或 I 方向 一 致 。 

(3) 圆 杆 球形 贸 , 兴 稳 广 向 不 确定 ,x 一 z 平 而 内 ,接近 固 支 ,py 在 0.5 一 1 之 间 ,y 一 xz 平 面 ， 
较 支 .如果 > 工 , 需 算 两 向 Put 因 jp 六 jy) ,如果 工 < 过 1; 只 需 计算 CPw),， 


4. 临界 应 力 与 柔 度 


细 长 杆 的 临界 应 力 公式 为 :os = 上 


式 中 一举 称 为 压 杆 的 柔 度 , 它 与 压 杆 的 长 度 、 约 东 情 况 、 截 固形 状 及 尺寸 有关， 


和 柔 度 的 分 界 值 为 : 
ApCAz) = /Ea 一 “人 


式 中 a,5 是 与 材料 性 质 相关 的 常数 ,单位 为 MPa 。 
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5. 欧 拉 公式 的 适用 范围 与 经 验 公式 


(01) 欧 拉 会 式 是 利用 压 杆 微 弯 时 的 霸 明 线 近似 方程 推导 上 出 来 的 ,而 挠 曲线 近似 微分 方程 又 
是 建立 在 材料 服从 胡 克 定律 的 基础 上 的 。 
因此 ,只 有 当 临 界 应 力 cu 不 超过 材料 的 比例 极限 a, 时 , 欧 拉 会 式 才 能 成 立 , 故 有 : 
元 也 rE 
Ger 一 4 > oo 
柔 度 4 大 于 或 等 于 极限 柔 度 %; 的 压 杆 称 为 大 来 度 盾 ,也 即 前 面 提 到 的 细 长 杆 。 
(2) 临界 应 力 超 过 比例 极限 的 压 杆 稳定 问题 ,属于 非 线 弹性 失 稳 问题 (中 长 杆 hs < 一 Mz)。 
在 实际 应 用 中 经 常 采 用 建立 在 实验 基础 上 的 经 验 公 式 ,常用 的 经 验 公式 有 直线 公式 和 抛物 线 
公式 。 
直线 公式 :er 一 4 一 下 
抛物 线 公式 :Or 2 A1 一 A 
C3) 如 果 压 杆 的 柔 度 很 小 , 即 属于 短 粗 杆 (2 所 hs) 。 试 验 结果 表明 , 当 压 力 达 到 材料 的 届 服 
极限 a (或 强度 极限 a6) 时 , 压 杆 由 于 强度 不 够 而 失效 ,不 会 出 现 失 稳 . 因 此 ,对 于 这 种 情况 ,应 按 
强度 问题 处 理 , 其 临界 应 力 等 于 届 服 极限 m{ 或 强度 极限 m), 邵 
ou 一 Gs( 或 go = 00) 


临界 应 力 的 总 图 如 图 13-2 所 示 。 


图 13-2 
(C14 这 罗 ; 为 大 季度 压 杆 ;C204, 志和 之 加 ;为 中 柔 度 压 杆 ; (C3)4 过 4, 为 小 柔 度 压 杆 。 


6. 压 丁 的 稳定 条 件 


(1) 安全 系数 法 


为 了 保证 夺 杆 有 足够 的 稳定 性 ,应 使 其 工作 压力 小 于 临界 旋 ,或 使 其 工作 应 力 小 于 临界 应 
力 * 即 : 


PT — [CP] 


式 中 [Ps ] 为 稳定 许 用 压力 , nw 为 奈 杆 实际 稳定 安全 系数 ,Ln ] 为 规定 的 稳定 安全 系数 。 

《2) 折 减 系数 法 

采用 拆 减 系数 法 进行 斥 杆 稳定 性 校 核 时 , 引入 稳定 许 用 应 力 Lat], 此 时 压 杆 的 稳定 条 
件 为 : 
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好 到 一 Las J 
HL 


其 中 [eas] 常用 基本 许 用 应 力 [oj 来 表示 , 凤 [aw ] 二 pLej] 
式 中 gp 为 与 压 杆 的 深度 4 相关 且 小 于 1 的 系数 , 称 为 折 减 系数 ,计算 时 可 查 相 关 手册 。 


7. 提高 压 杆 稳 定性 的 一 些 措 施 


人) 减 小 压 杆 长 度 ; (2) 改善 乓 标的 约束 条 件 ;(3) 选择 合理 的 截 曾 形状 ;(4) 合理 选择 材料 ; 
(5) 使 压 杆 在 各 弯曲 平 着 上 内 的 薪 度 相等 。 


第 二 节 ”典型 题 分 析 


重要 考点 提示 : 


(1) 对 一 般 任 意 支撑 条 忻 下 的 压 杆 的 临界 压力 的 推导 ; 

《2) 压 杆 的 稳定 校 核 讨 算 。 

【 例 13 如 图 13-3 所 示 的 托 架 中 , 杆 AB 的 直径 一 30mm 长 度 ! 一 800mmy 两 端 可 视 为 
球 往 链 约束 ,材料 为 Q235 钢 ( 中 和 柔 度 Q235 钢 杆 的 经 验 公 式 :au 一 235 -0.0068)2 ) 。 

(1) 求 托 架 的 临界 载荷 Fu 。 

(2) 若 已 知 工 作 荷载 下 , = 30KN ,并 要 求 杆 AB 的 稳定 安全 系数 La。 二 2.0, 校 核 杆 架 是 否 
安全 。( 华 中 科技 大 学 ,2003 年 ) 


00min 300mm | 
Cc le 
A 一 
| 独 
图 13-3 
解 (1) 设 本 AB 对 当 CD 的 支撑 力 是 NN, 则 对 梁 CD 的 爱 力 分 析 如 图 13-4 所 示 。 
Fe F. B Db 
和 Fe 
图 13-4 
由 平衡 条 件 了 Mr 一 0 得 到 ， 
Fe .900 一 Nvsinae ,600 一 0, 即 Fr 一 站 So 二 
AB 杆 的 惯性 半径 是 ， 
md: 


26 


柔 度 是 ;X 一 一 上 和 — 106.7 


对 于 中 柔 度 杆 AB, 其 临界 压力 是 : 
Ns 二 gro* 六 一 (235 一 0.0068A)A 


= [235 一 0.0068 X (106.7)* J]X 10° Xx 3 X xX (0,03)’ 


= 111.3xX1%(N) = 111, 3(kEN) 
由 式 中 得 到 托 课 的 临 异 载荷 是 : 

F, = 2Nesine _ 2X ll.3 X 0.66 _ /gEN) 
《2) 当 工 作 荷 载 ,二 30kN 时 , 杆 AB 的 稳定 安全 系数 是 ，; 


Tree _ 449 
na 一 本 一 并 时 二 [ao 一 2.0 


所 以 该 托 架 不 安全 ! 


评注 ,在 实际 工作 中 ,应 按照 < ) < jn (其 中 = 和 ,hs 一 了 2) 公式 判断 村 是 否 


属于 中 柔 度 杆 .在 本 题 中 ,由 题 意 杆 AB 属于 中 有 邓 度 杆 , 所 以 免 去 该 过 程 ,读者 应 注意 到 这 一 点 。 

【 例 23 求 图 13-5 所 示 压 杆 中 点 受 力 王 的 临界 值 .两 桂 端 支撑 均 为 国定 匀 支 撑 , 不 发 生 任 
何方 向 的 位 移 。 杆 的 惯性 矩 I = 常数 ,弹性 模 量 为 下 (忽略 杆 自重 的 影响 )( 大 连理 工大 学 ,2001 
年 ) 


解 ”由 是 图 知道 村 AC 受 拉 , 杆 BC 受 压 , 令 两 杆 的 轴 力 分 别 是 Na 和 Ng; 则 对 节点 忆 进 
行 受 力 分 析 如 图 13-6 所 示 。 


图 13-5 图 13-6 
又 平衡 条 件 下 二 0 得 到 ;Na 十 Na 二 了 
由 于 A.、.B 端 夯 定 得 到 变形 协调 条 件 如 下 :Aiuc 二 Am 
Nae 三 Ne ， 地 
由 物理 条 件 ;Ais 一 EA ;Ai 二 


由 以 上 各 式 可 得 ;Nac 一 Nec 一 5 


由 欧 接 公式 ,BC 村 的 临界 压力 是 (两 端 锐 支 ,p 二 1.0): Nec 一 于 时 


联合 上 面 两 式 得 到 压 杆 中 点 受 力 的 临 异 什 是 P= 5 
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评注 :本 题 实际 上 是 一 个 超 静 定 问题 和 压 杆 稳定 的 综合 题 ,但 立足 点 都 比较 浅显 ,因而 难度 


较 小 。 


【 例 3] 梁 AB 为 工 型 截面 ,如 图 13-7 所 示 ,g 二 10EN* msP = 20 后 一 1m 二 3mw 二 
2m; 其 抗 拉 [oj; 二 40MPa, 抗 压 [ejy = 100MPa。CD 为 贺 形 截面 村 ,家 径 4 = 40mm,bs 二 0.9mm; 已 
车 og = 306 一 ], 127x,E 一 210GPa;g, 一 200MPaya, 一 240MPa,ny 一 3, 斌 分析 结 构 强 度 与 稳定 性 。 


(武汉 大 学 ,2002 年 ) 
30 
es| 
点 
139 
wl 
6&1 和 
| 
【单位 :mm 


图 13-7 
解 ” 令 杆 CD 的 压力 是 Ne ,对 梁 AB 由 平衡 条 件 >, Ms 一 0 得到， 


已 十 9 。 CT 十 全 ) 一 Ne ， Gay 一 


N 20X1 二 10X2 交 人 1 十 3 十 1) 
一 1 十 3 


梁 AB 中 的 最 大 弯 矩 值 只 会 发 生 在 C 点 和 正点 ， 


其 中 C 点 的 弯 矩 是 ;AM 一 一 3 一 一 户 X10X2 =— 20(kN 。m)， 


= 30CkN) 


E 点 的 弯 短 是 ;Me 二 Nop 一 gs。 (n+ 号 )= 30X3-10X2Xx(3+D 二 90 一 80 一 


2 
10(KN my) 。 


由 截面 形状 容易 发 现 最 大 压 应 2 力 可 能 发 生 在 CC 截面 下 边 绿 或 上 截面 上 边缘 ,最 大 拉 应 力 发 


生 在 CC 截面 上 边缘 。 
C 截面 下 边缘 的 压 应 力 是 ， 
2 = Me, 0061 二 22X10 


E 截 而 上 边 绿 的 压 应 力 是 : 


_ Mz _ 10X10 ， 
= 0.139 = i00139 = 34.7 X10 (Pa) < 100(MPa) 


of 一 下 xX0.139 一 0 Io 0. 139 = 69 X 10° {Pa) 一 69(MPa) > [ol = 
综合 以 上 ,次 的 强度 不 满足 要 求 ! 


杆 CD 的 柔 度 是 :4 一 Eh ~ PD. = 90 
计 X0.04 


“2b 


0.061 一 00 X0.0681 一 30.3.105(Pay = 30,3(MPa) < [oj], = 100(MPa)y 


_ 压 _ 210 X10 _ 
和 一 /一 3.14 1 500 To 一 101.75 


1 一 2 一 于 一 306 一 240 _ 
5 


b 而 中 一 58. 93 
由 于 hs 过 这 46; 所 以 CD 杆 为 中 柔 度 杆 。 
其 临 异 压力 是 : 
一 ao 一 (306 一 1.12X90) x10 x 二 x xx {0.04) = 258000N ~ 258CEN} 
杆 CD 的 稳定 安全 系数 是 :nm 一 Ne = 2 一 87> 加 一 3 
杆 CD 的 稳定 性 满足 要 求 。 


评注 :对 于 风 长 受 压 杆 , 一 般 由 稳定 性 控制 设计 标准 。 

【 生 4】 如 图 13-8 所 示 的 结构 , 力 王 作用 线 沿 铅 重 方向 ,AC 和 了 BC 均 为 圆 截面 杆 , 其 直径 分 别 是 
dr 一 16mmyar 二 1dmm 材 料 为 A3 钢 , 工 = 206GPa, 直 线 公式 系数 a 一 310MPa,p 二 1. 14MPa ,一 
105,A 一 61. 4, 稳 定安 全 系数 ma 二 2 4, 校 核 结构 稳定 性 .( 北 方 交通 大 学 ,2002 年 ) 


图 13-8 
解 ” 设 杆 AC.,BC 的 不力 是 Nac、Nac; 则 对 节点 C 进行 受 力 分 析 如 图 13-8 右 图 所 示 。 
由 平衡 条 件 >)F. 一 0, > F, 一 0 得 到 : 


人 cos30 一 Negc ' cos60 = 0 OD 
Na 由 sin30” 十 Nec . sin60° P=0 (人 


解 出 Nc = FP=1 x10= 50N), Ne — P= 


2 x 10 = 87(kN) 


mos 


杆 AC 的 乘 度 是 :Xn 二 开 符 一 上 0X0.5Y3 217 ~ je = 105, 属 天 柔 度 杆 。 


语义 0.016 
其 临界 压力 是 :Nacs 一 xE .A=TX 2 10 x 1 x rx (0.016): = 8,67(EN) 
AC 
杆 BC 的 乘 度 是 :Xac 一 台 关 一 二 0 二 143 > jn = 105, 属 大 和 柔 度 杆 。 
埃 0.014 
: 2 自 
其 临界 压力 是 ; Nac,。 一 < .A 1 1 ~ 1 xx X(0.014): 一 15.3(KN) 
E 
于 是 得 到 各 杆 的 稳定 安全 系数 是 : 
pic 一 74 
和 AC 
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所 以 ,结构 的 稳定 性 不 满足 要 求 ! 

评注 ;大 和 柔 度 杆 的 临界 压力 公式 N。 二 3 和 临界 压 应 力 公式 os = 本 六 应 热 记 ， 

[ 例 5】 梁 AB 和 杆 BC 材料 相同 , 梁 的 惯性 矩 I 与 杆 的 面积 A 之 间 的 关系 是 :A 一 31/E， 
材料 的 EE 二 200GPao = 200MPa, 杆 直径 4 = 40mm; 求 当 BGC 杆 处 于 临界 状态 时 的 9 值 .《 山 
东 大 学 ,2001 年 ) 


解 ” 杆 BC 的 柔 度 是 : 网 13-9 
上 0XT1T _ -TE = mT X200X10 _ 
i 1 yxoo4 100 二 加 op 200 x 10° 100, 属 大 和 柔 度 杆 。 
了 ， 
FT 10X200X10 XX 替 XxX《0.04) 
其 临界 压力 是 ;NN 一 Cy: 一 xD 一 251(kN) 
当 杆 BC 处 于 临界 压力 时 ,其 压缩 量 是 
PR 3 
ia 一 ex : 一 251 1 Xl — 0.001(m) = 1(mm) 


200 x 108 X 才 汉 下 XIO0 04278 


此 时 ,由 变形 协调 条 件 , 染 AB 在 了 点 的 挠 度 是 : 


是 4 1 3 
fe 二 2 全 “一 ee 一 Ai = 1(mm) 


从 中 解 出 9g 二 370{kN/m) 

评注 ; 压 杆 稳定 通常 和 超 静 定 问题 综合 出 题 ,读者 要 引起 注意 。 

【 例 6] 如 图 13-10 所 未 的 结构 , 系 由 两 根 悬 臂 深 与 杆 BC 连接 面 成 . 设 两 梁 的 截面 相同 , 主 
慢性 握 为 TI, 杆 BC 的 横 截 面 面 积 是 态 . 梁 与 杆 的 材料 相同 ,弹性 模 量 是 EE。 当 AB 梁 作用 均 布 载荷 
9 时 , 求 ， 

(1)BC 杆 的 内 力 ; 

(2) 着 压 杆 BC 在 图 示 平 面 内 到 失 稳定 时 ,此 时 的 载 告 g 应 是 多少 ?CC 上 海 交 通 大 学 ,2002 年 》 


起 
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解 (1) 令 标 BC 的 内 力 是 Nsc( 压 力 ), 则 
县 辟 梁 AB 在 了 B 点 的 挠 度 是 ;, 户 一 029 六 EE， (24) ( 归 直 向 下 ) 


8El 3EL 
其 昼 染 CD 在 C 点 的 找 度 是 : f 一 ME ( 竖 直 向 下 


杆 BC 的 压缩 量 是 ,Alm 一 个 哆 < 


由 系统 的 变形 协调 条 件 : fe 一 fe = 二 Al 
由 上 面 各 式 解 出 : Nac 一 -28A8-- (压力 ) 


3Aa’ 二 al 
《2) 车 杆 BC 在 平面 内 失 稳 时 ,其 临界 压力 是 ; 
XE AT __ 2gqAa: 
INac,o Cn) Ne 3Aa a1( 两 端 匀 支 ,其 中 ,x 1) 


j= EGA +al) 
EA 

评注 ;和 本 章 前 述 例题 一 样 ,本 题 妈 是 一 道 超 静 定 问题 和 压 杆 稳定 问题 的 综合 题 , 抓 住 变形 
协调 条 件 6 一 = At, 本题 便 迎 刃 而 解 。 

〖 例 7 了 图 13-11 所 示 结 枸 系统, 已 知 其 水 平 杆 AB 盆 定 汶 刚性 ,入 端 为 光 谓 锐 支 , 悍 端 作用 
有 简直 向 下 的 集中 力 P; 竖 直 杆 CD 和 竖 直 杆 EF 均 很 设 为 锣 长 杆 , 且 杆 CD 的 长 度 为 二: 杯 EF 
的 长 度 为 二 。 丁 CD 与 杆 EF 的 EA 和 也 相同 ,C,D,E 和 下 处 均 假 设 为 光 消 贸 支 , 试 计算 : 

(1) 如 果 工 ; = L: 一 工 , 当 集中 力 卫 为 何 值 时 结构 系统 将 发 生 失 稳 破 坏 ? 

(2) 在 集中 为 一 的 作用 于 ,如 果 假 设 工 ; 一 大 , 则 产 应 满足 什么 条 件 时 , 枉 CD 和 村 EF 将 同 
时 发 生 失 稳 破 二? 


(3) 发 生 失 稳 破 坏 时 ,问题 1) 的 了 值 与 问题 (2) 的 卫 值 相 比 将 有 何 变化 ?武汉 大 学 ,2003 
年 ) 


图 13-11 


解 (1) 若是 Li 一 工 二 工 ; 令 杆 CD,EF 的 轴 力 分 别 是 Nw 和 Nae, 则 对 于 水 平 杜 AB, 由 
平衡 条 件 > MA == 0 得 到 ; 
Peida— No a— Ne*24= 人 0 
由 于 水 平 枉 AB 为 刚性 得 到 变形 协调 条 件 如 下 :Air 一 2 ，Aden 


— Nee*L 一 No 
由 物理 条 件 :Aire FEA Ain oF 


“23]1+ 


联合 上 面 各 式 得 到 Neo 一 ESP, Ne = 5P 


那么 , 杆 EF 先 发 生 失 称 , 且 其 临界 压力 是 ,New = 下 了 


LL: 
二 是 得 到 集中 力 P 的 临界 值 是 :PP. 一 训 .Ni 一 3 . < 


即 当 集中 力 为， 下 且 时 ,结构 系统 将 发 生 失 稳 破坏 。 


(2) 若 七 二 工 , 杆 CD 和 EF 同时 发 生 和 失 稳 破坏 ,有 : 
_ dPL; _ 4PL; _ El 
Nep dL 十 L; dL 二 TL LIL? 由 
4PL, 8L, 


Ner dL 二 LL 4L++Ls 13 © 


将 四 式 除 以 四 式 得 到 ,到 = (时 ) ,了 = 二 
即 当 工 : 一 所 时 , 杆 CD 和 EF 将 同时 发 生 失 稳 。 
(3) 发 生 失 稳 破 坏 时 间 题 (2) 的 卫 值 是 : 


L 
pr = LL ,mE 人 已 十 了 JEI 9 之 EI 
< 4 也 1X 工 了 二 ”了 
2 
和 问题 (1) 中 的 了 值 比 为 ; 
9 EIl 
P, 4 7: 
P. 5 .mEIl 3.6 
8 I 


临界 伽 载 是 沐 来 的 3.6 倍 。 

评注 :将 结构 中 各 受 压 构件 的 实际 压力 按照 临界 压力 来 分 配 使 材料 能 够 充分 利用 ,体现 结 
构 设 计 的 要 求 。 

[ 例 83 1.2 杆 均 为 圆 截面 ,直径 相同 ,4 = 40mm ,弹性 模 晤 下 二 200GPa, 材 料 的 许 用 应 力 


Ls] 二 120GPa, 适 用 欧 拉 公 式 的 临界 柔 度 为 90, 并 规定 稳定 安全 系数 ns 二 r, 试 求 许 用 载荷 
Lpj, (北京 航空 航天 大 学 ,2002 年 ) 


图 13-12 
解 ” 设 杆 AB 的 拉力 是 Nas; 杆 BC 的 压力 是 Ng ,对 节点 BB 的 受 力 分 析 如 图 13-13 所 示 。 
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图 13-13 

由 平衡 条 件 》)F. 二 0, >)F 一 0 得 到 

(这 一 Js。cos30 — 0 

Nan * Sin30°— P=0 
解 出 Nas 一 2PC 拉 ), Nac 二 v3P( 压 ) 
(1) 车 杆 AB 中 的 应 力 达 到 许 用 应 力 LoJj 二 120MPa 时 ,其 内 力 是 ，: 
1 
4 


此 时 结构 的 临界 荷载 是 ;P。 一 ,Na 一 部 x 151 = 75.5CKN) 


MNaper 一 如 A= 120Xx 10 x 


XxX 0.04) = 151CkN) 


(2) 杆 BC 的 柔 度 是 :4 一 总 一 证 2 二 100 > 局 一 90, 属 大 柔 度 杆 。 
二 X90.04 


2 2 EE] 
其 临界 压力 是 : Na 一 A — x V x nx (0.04)* = 248(kN) 


此 时 结构 的 临界 荷载 是 : P= 请 Nee 一 霹 x 248 — 143(kN) 
比较 (1)、(2) 两 种 破坏 情 沉 下 的 结构 临界 载荷 大 小 知道 结构 的 临界 载荷 是 P. = 
143(kN) , 则 结构 的 许 用 载荷 是 : 


_Pe _ 1 1。 
Lp 三 a 7 71. 5CEN) 


评注 :要 综合 考察 结构 的 强度 要 求 和 稳定 性 要 求 才能 获得 其 许 用 载荷 。 

【 例 9] 如 图 13-14 所 示 结 构 ,AB 的 直径 为 d = 80mm 的 圆 杆 ,BC 为 正方 形 的 截面 杆 , 边 
长 是 ?0mm。AB 和 BC 杆 可 以 独立 发 生 夸 曲 是 互 不 影响 ;两 杆 的 弹性 模 量 同 是 EE 一 200GPa, 比 
例 极 限 是 a, 二 160MPa; 已 知 1 一 3m, 稳 定安 全 系数 ns 二 2.5, 求 许 用 载荷 [站 。( 南 京 理 工大 学 ， 


2002 年 ) 
| 各 一 二 
k L531 | 1 
图 13-14 
解 ” 杆 AB 的 柔 度 是 :us 一 人 一 0 一 158 
?AB 
XO. 08 


喧 33。 


Ee oo 07 X (0.0773 
杆 BC 的 惯性 半径 是 ;ig 一 a p07 0 07 ~ 0.02Cm) 


其 柔 度 是 :Xx = At 一 Loxa = 150 
EM 


0. 02 
E_ fr x200xX10 111 
160 X 108 


显然 , 杆 AB 和 BC 杆 均 属于 大 柔 度 杆 。 


丁 AB 的 临界 压力 是 ， 
Na = TE. As = XOXI0 x 1 x x (0.08)? = 400(kN) 
AAB 158 4 
杆 BC 的 临界 压力 是 ， 
Nae 一 HE Ase = KIKI x 0. 07 x 0.07 一 436(kN) 
那么 结构 的 临界 压力 是 P。 = 400(kN} ,结构 的 许 用 载 葵 是， 
PP. _ 400 -一 
[= 站 = 投 = 1600xN) 


评注 :对 于 各 种 支撑 条 件 下 杆 的 柔 度 系数 ,读者 应 熟 记 。 

〖 例 10】 如 图 13-15 所 示 正 方 体 杭 架 结构 由 五 根 圆 钢 杆 组 成 ,各 村 直径 均 为 4 一 40mnmoa 一 
1. 5m, 材 料 均 为 Q235 钢 ,Le] = 160MPa, 二 206GPa, 弹 性 届 曲 的 临界 柔 度 值 是 二 1. 32, 连 接 处 
均 是 贸 链 . 试 求 结构 的 许 用 载 菩 ip 规定 的 稳定 安全 系数 [ns ] 一 2.( 清 华 大 学 ,2000 年 ) 


解 ” 令 杆 BC 和 CD 杆 中 的 内 力 分 别 是 Na 和 Neo; 则 对 节点 口 进行 受 力 分 析 如 图 13-16 
所 示 。 


由 平衡 条 件 1F, 一 0, > 下 一 0 得 到 ， 
Nop * cos45 Ngc * cos45" = P 
Nep * sind5”" — Np- * sin45 = 0 


从 中 解 出 Ni = Nop = 迷 P( 帮 力 ) 


同 理 能 够 获得 杆 AB 和 杆 AD 的 内 力 是 ,Nas = Nm 一 坚 P 压 力 )。 


通过 对 节点 的 受 力 分 析 容 易 得 到 杆 的 内 力 是 Na 一 P( 拉 力 ) 
当 杆 BD 中 拉 应 力 达 到 许 用 应 力 时 ,其 内 力 是 : 


2234。 


Na 一 [ol,A 一 160X10 x 二 x x Xx 0.04): = 200CkKN) 


此 时 ,结构 的 许 用 载荷 是 ， 


[p] = Ne 一 200(kN) 


杆 AB 的 党 度 是 :AX 二 二 = 0X15 -- 150 -> Xp 一 132, 属 大 米 度 杆 。 
: 去 义 0. 04 


其 临界 压力 是 ;Nas 一 < ,AX To XT Xx C0.04)? = 113CKN) 
结构 的 临界 载荷 是 :P_. 一 2 . Na 二 WY2 X113 二 1]60(EN) 

此 时 ,结构 的 许 用 载荷 是 ;[p] 一 3 ~ 1 = 80(kN) 

由 对 称 性 ,其 余 各 边 杆 的 分 析 同 杆 AB。 

比较 上 述 两 许 用 载荷 大 小 得 到 结构 的 许 用 载荷 基 [pj] 二 80kN。 

评注 ,本题 中 ,稳定 性 要 求 控制 结构 承载 力 , 在 钢 结 构 的 设计 中 ,结构 承载 力 基本 上 受 稳定 
性 控制 。 

【 例 11】 由 六 根 铀 杆 组 成 的 正方 形 结构 ,如 图 13-17 所 示 .。 图 中 刁 处 两 杆 相互 无 约 东 ,结构 
连接 处 均 为 光 渔 贸 链 ,正方 形 边 长 a 二 1m, 各 村 的 直径 都 为 4 二 50mm, 通 过 计算 ,说 明 图 中 哪 
根 杆 忻 首先 出 现 失 稳 ? 并 求 此 时 结构 的 外 载荷 P, 圆 杆 材 料 为 Q235 钢 , 其 弹性 模 量 E = 
200GPa, 比例 极限 em = 200MPa, 届 服 极限 ss 一 240MPa, 材 料 常数 a 二 314MPa,b 一 1. 12MPa, 
(华中 科技 大 学 ,2003 年 ) 


B B 


P PF po ET PNac 
网 了 入 C 
D 
图 13-17 图 13-18 


解 ” 令 杆 AC 的 压力 是 Nac ,解除 多 余 约 束 AC 杆 , 则 基本 系 如 图 13-18 所 示 。 
令 PP 一 Ni 二 和 ,出 由 受 力 分 析 , 各 杆 的 内 力 分 别 是 : 


杆 AB, 紫 Q 《 压 ) 
杆 AD: 六 Q ( 压 ) 


] 杆 BC, 孚 Q@ ( 压 ) 


杆 CD: 尼 Q 《让 ) 
杆 BD:Q ( 拉 ) 


到 到 2、 a 
基本 系 的 变形 能 是 :U 一 (11 这) A 


由 卡 儿 定理 得 到 A.C 两 点 的 相对 位 移 是 : 

一 2 _ Ch 一 CP Naa 
Alx 一 96 一 (2+Y2) 放 一 (2TV2) FA 中 
而 由 变形 协调 条 件 知道 A.C 两 点 的 相对 位 移 等 于 杆 AC 的 收编 量 是 ; 


Alnc 一 Las a A 2a 


A mA 2+w2 .pp : 
联合 中 加 两 式 得 到 :Nac 2 2 P=0.7P(E) 
这 样 , 其 余 各 杆 的 内 力 是 : 


Nap 一 JIAb 一 NEc = No 一空 (P 一 Nao) = 冯 Cp 一 0.7P) = 0.2PtE) 
Pa = Q= PN = P00.7P=0,3P( 拉 ) 
村 AcC 的 柔 度 是 ,Ag 二 上 “a — LOXY2XI1 一 113 


1 
wo., 05 
= 二 1, 总 A 1 加 
各 边 的 杆 (AB,BC,CD,AD) 的 柔 度 是 :hs = 上 一 一 I 一 80 
= x0.05 
4 
而 柔 度 分 界 点 是 ; 
rE _ jr X200X10 
TN Gg TY 200x10 109 
_ ag 314— 240 
ts 1. 12 66 
于 是 | < ap, 杆 AC 是 大 柔 度 
hs 过 Mp 之 Ap: 各 边 杆 均 是 中 等 柔 度 杆 
杆 AC 的 临界 压力 是 ， 
的 自 
Nic — TE. A T2010 xx 工 XrX(0.05)3 一 303(kN) 
和 113 4 


于 结 二 是 ,P -2 十 2v2 . N 一 2 十 2v2 = 428CkN 
此 时 ,结构 的 临界 载荷 是 :P。 3 二 Nacu Ts 303 (kN) 


各 边 杆 (AB.BC,CD,AD) 的 临界 压力 是 : 
Na = (a—6eAs) A= (34X10 1,12x 10: x80) x 闻 交工 X (0,05): = 440(kN) 


此 时 ,结构 的 临界 载荷 是 :P。 一 5 :Nie — #5 X 440 = 2200CkN) 


比较 上 述 两 结构 的 临界 载荷 得 到 结构 的 临界 载荷 是 P. 一 428(kN) . 即 杆 AC 先 出 现 失 稳 ， 
此 时 外 载荷 是 428kN。 
评注 :读者 应 熟 记分 界 点 的 公式 , 即 ,一 /下 5,X. 一 “二 下。 本 题 难度 在 超 殉 定 结构 的 计 
算 , 在 后 续 章 节 有 详细 介绍 。 
38。 


〖【 例 12 如 图 13-19 所 示 ,; 实 心 钢 村 的 直径 4 二 100mm; 长 1= 5m; 弹 性 槛 量 E= ?00GPa， 
比例 极限 op 二 220MPa, 线 膨胀 系数 a 一 12.5X10 YC, 当 温度 升 高 名 少时 ,此 杆 失 稳 ,( 南 京 理 
工大 学 ,2001 年 ) 


-一 "| 


图 13-19 
解 令 温 度 升 高 工时 ,此 杆 失 稳 . 此 时 由 于 杆 的 伸 长 受到 约 东 在 杆 中 形成 的 内 力 设 为 
NN( 压 力 ) 。 由 于 温度 升 高 而 引起 的 杆 件 伸 长 是 :A0 一 ax 


由 于 内 力 N 而 引起 的 杆 件 收缩 是 ; Al; 一 全 


由 变形 协调 条 忻 , 即 杆 的 两 端 固定 ,长 度 保 持 恒定 ,有 ;Al 一 At 
联合 上 面 三 式 可 得 N = or *， EA 


杆 的 柔 度 是 :XA 二 刀 = 证 > = 100 


i 
4 XO,1 


irE_ /rx200x10 _ 
季度 分 界 点 是 :2, 一 和/ RE a 4 
显然 ,1 > hp, 属于 大 柔 度 杆 。 


其 临界 压力 是: 
ALTE. 1 pz rxX200x10 ,1 a 
Nu 一 ao 4 一 二 nd’ = Oo XT XX 《0. 1)° = 500rt kN) 
此 时 ,温度 的 升 高 值 为 ， 
— Ne — SOOx X 103 oe o 
TEA 了 一 T7900) 


12.5 X107 X200 X10 x XX C0,1) 


评注 :本题 将 温度 应 力 问 题 和 压 杆 稳定 问题 综合 ,这 类 习题 也 十 分 常见 ,但 本 古 的 超 静 定 结 
构 十 分 简单 ,所 以 还 是 一 道 基 础 题 , 若 超 静 定 结构 十 分 复杂 加 之 有 不 均匀 温 变 ,那么 这 一 类 问题 
还 是 有 一 定 难 度 的 ,读者 要 引起 注意 。 

【 例 13】 如 图 13-20 所 示 ,1,2 两 杆 材 料 相 同 ,弹性 模 景 均 是 FE; 两 杆 截 而 都 是 方形 , 边 长 分 
别 是 34 和 a ,已 知 1 一 ?0a, 为 避免 失 稳 , 试 求 此 结构 升 高 温度 :的 最 大 值 . 设 材料 的 线 膨 胀 系数 
2 二 1.25XX105/C ,并且 适用 欧 拉 公式 的 柔 度 临 界 值 是 100。 天 津 大 学 ,1999 年 ) 


3a 1 a 2 


图 13-20 
解 ” 当 温 度 天 高 :时 ,由 于 杆 件 伸 长 在 其 中 形成 的 内 力 设 为 N, 解 除 1,2 两 村 之 间 的 约束 ， 
则 基本 系 如 图 13-21 所 示 ， 


"37s 


1 2 


和 -一 一 一 一 一 


图 13-21 
丁 件 1 在 温度 升 高 和 压力 共同 作用 下 的 伸 长 量 是 :Al 一 cv 2 一 站 
杆 件 2 在 温度 升 高 和 压力 共同 作用 下 的 伸 长 量 是 :Ab 一 rt 一 EA- 


由 于 结构 的 疯 端 固定 ,其 总 的 长 度 保持 但 定 得 到 变形 协调 条 件 :An 二 At 一 0 
从 中 解 晶 N 一 27 PEe (压力 ) 四 


杆 1 的 季度 是 :); 一 全 一 .7X2X70a =- 113 > = 100, 属 于 大 柔 度 杆 。 


] 
一 一 关 卫 
二 ~ a 
杆 2 的 委 度 是 :hs 一 红 一 7X 8 一 170 >>X, 一 100, 属 于 大 季度 杆 。 
: Xa 


v12 
显然 村 2 先 发 生 失 稳 ,其 临界 压力 是 : N, = .A TE .a 


A 1703 
此 时 ,由 中式 得 到 结构 升温 : 的 最 大 秆 是 : 


leNe_ lr . ll1x10 _ os 
fr 97oEa: 170227a 170: X27 又 1.25X105 34 0) 


i oh ， 贡 元 i 一 ] . ,i " 
评注 ;对 于 方形 截面 惯性 半径 ( /EE 中, 该 者 要 熟 记 ， 


〖 例 14】 一 底 端 固定 而 顶端 由 一 刚度 为 8 的 线性 弹 自 所 支撑 的 立柱 ,如 图 13-22 所 示 ,车 
已 知 8 一 55, 试 证 :立柱 的 临界 压力 P, 所 满足 的 特征 方程 是 ， 


EE 


tan 刀 一 如 十 0 


其 中 姑 一 桨 ,E 是 截面 的 抗 弯 刚度 。( 北 京 大 学 ,2001 年 ) 
解 “ 令 线 性 弹 段 支 撑 的 伸 长 量 是 3, 建立 如 图 13-23 所 示 直 角 淮 标 系 ， 


| P 


图 13-22 13-23 


‘298° 


则 任意 xz 截面 的 栖 抵 是 :MKz) = 了 全 一 妨 一 帆 ， 0 一切 
由 次 曲 找 曲线 的 近似 方程 :Ely” = MGz) 一 PC 一 y) 一列 + (一 x) 
即 Ely 十 Py = PB — PB: Ui— x) 
-PP 
令 刀 一 疝 : 有 
YY 十 和 = 十 * [PS BB (i—z)] 


y = Asinkz + Beoskz 十 [5 , 81—z) | 
由 边界 条 件 , 即 x 二 0 时 ,y 二 yy 一 0x 二 LL 时 ,y 二 8 
将 其 化 人 人 通 解 方程 得 到 ， 


_B8. 二 一 
B+ecl P 站 一 上 


BB. 一 
Ak 十 方 全 一 和 


Asink! 十 Beosk! = 0 
以 上 关于 A,B.8 的 线性 方程 组 , 蔡 有 非 零 和解 ,其 系数 行列 式 应 等 于 0; 即 
o 1 1 一 二 :1 


B =0 
k 0 广 
singkl cosk! 0 


得 到 特征 方程 :名 .sin& 十 k ,cosM ，(1 一 .=0 

整理 后 ,有 tanki 一 了 十 一 0 

评注 :通过 特征 方程 求 结构 的 临界 荷载 ,读者 要 熟悉 其 套路 ， 

f 例 15] 如 图 13-24 所 未 ,刚性 的 水 平 横梁 由 两 根 钢 立 柱 支 撑 ,AD 的 上 端 较 支 ,下 端 固 
定 :BC 柱 的 上 .下 两 端 均 为 铵 支 . 设 两 立柱 的 截面 都 是 边 长 < = 4em 的 正方 形 , 材 料 的 弹性 模 量 
E 二 200GPa, 比例 极 限 or 二 200GPa. 试 求 能 施加 在 横梁 上 的 竖 向 压力 P 的 最 大 值 及 其 作用 位 
置 ,同济 大 学 ,2002 年 } 
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图 13-24 
解 ”由 十 意 , 只 有 当 压 杆 AD.,BC 同时 达到 临界 压力 时 ; 竖 向 压力 也 达到 最 大 值 ,. 杆 AD 的 
柔 度 基 : 


“30 


jn 一 备 一 -区 121 
:上 x0.04 
.AT2 
杆 BC 的 荣 度 是 :i 一 氏 一 一 上 0X2 一 173 
i 1 oo 
v2 
HE lr x200x10 
季度 的 临界 点 是 :2 = = 0 100 
显然 , 杆 AD 和 杆 BC 均 是 太 柔 度 丁 。 
村 AD 的 临界 压力 是 ， 
Nu = oe * A= SE.4— X20X1 004 = 215(kN) 
本 121 
杆 BC 的 临界 压力 是 : 


2 自 
Naxu = owe "A= 2 .ua 一 下 0 x (0.04)2 一 106(kN) 


那 由 平衡 条 件 2,F 一 0, >,M 一 0 有 : 
( 0 
Jun 一 Na * (90—x)=0 
忆 一 215 十 106 一 321kNz 一 30cm 

评注 ;由 于 坚 向 压力 P 等 于 两 压 杆 庄 力 之 和 ,只 有 各 不 本 的 压力 达到 临界 压力 值 时 , 竖 向 不 
力 中 才 能 达到 最 大 ， 

【 例 161 ”如 图 13-25 所 示 , 水 平 刚 性 杆 AB 由 AC、BD 两 根 相 同 长 度 , 相 同 材料 的 杆 支撑 。 
AcC 杆 两 端 镶 支 ,截面 为 正方 形 , 边 长 wa= 45mm,;BD 盾 BB 端 镁 支 ,DD 端 固定 ,截面 为 空心 圆 ,外 直 
径 D =- 50mm; 内 直径 d 一 40mm,; 材 料 的 弹性 模 量 下 一 2 X 10MPa, 临界 应 力 扫 物 线 公式 为 
ow 二 235 一 0.00668 XX* CMPa), 区 分 细 长 杆 和 非 细 长 压 杆 的 柔 度 值 4. 一 123, 稳 定安 全 系数 
二 3, 设 荷载 Q@ 作 用 点 可 以 在 AB 长 度 内 移动 。 


(1) 当 载 荷 位 于 AB 秆 中 点 , 即 x 二 1. 5m 时 ,结构 的 许可 荷载 LQ]; 
(2) 当 z 为何 值 时 ,结构 的 许可 载荷 值 为 最 大 ?此 最 大 值 [Qj 一 ?( 同 济 大 学 ,2001 年 ) 


SR 


13-25 


解 ” 杆 AC 的 生 度 是 ;Ae = 从 = 了 < 一 154 >>4. 一 123, 属 大 采 度 村 ， 
A 万 X0.045 


地 240* 


其 临界 载荷 是 : 


5 
Nes = gro * A = DE. — TX2XI X10 xco 045): = 168CkN) 


Ac 154? 
BD 杆 的 截面 惯性 矩 基 : 
Fy: 4 
r= x [1 (8) |= 1.8x107 (mt) 
二 7 
其 异性 半径 是 :im 一 人/ 太一 /一 <10 一 一 0.018(m) 


二 (0， 052 — 0, 042) 


其 柔 度 是 ;A 一 刀 一 由 人 X22 一 88 一 和 .二 123, 属 中 柔 度 杆 。 
zbD 0. 016 
其 临界 压力 是 : 
Js 一 op * A = (235— 0. 00668 X 88:) x 10° x 证 XrX(0.05 — 0.04:) ~ 130kN 


(1) 若 荷 载 处 于 AB 杆 中 点 ,两 压 杆 压力 相等 , 即 Na 二 Ni 一 a ,由 辣 构 的 稳定 性 曙 求 得 冯 ， 


INace _ 168 168 XZ 
Nac 己 | 3 112(kN) 
2 
NN pryr 130 _ 130 XX 2 
Ne Q 了 并 一 3 所. B7(EN) 


比较 两 荷载 大 小 得 到 [Qj 二 87kN 
(2) 若 使 结构 的 许可 荷载 最 大 ,两 压 杆 也 同时 达到 许可 压力 , 即 


Na = er = 168 ~ 56(kN) 


Na 一 TP: = 139 _ 43(kN) 
n 3 


此 时 ,由 平衡 条 件 >), 下 一 0,>),M 一 0 得 到 ; 
人 0 
Nac . 工 一 Nap 时 《3 一 并 ) 一 昌 


一 56 十 43 一 的 区 
关中 各 由 


即 LQJ- = 99kN 
评注 :读者 应 区 分 临界 荷载 和 许可 荷载 这 两 个 不 同 的 概念 ,工程 上 按 一 定安 全 系数 折算 后 


的 荷载 值 才 是 许可 荷载 。 
第 三 节 习 题 
一 、 填 空 题 
1, 压 样 失 稳 是 指 压 杆 真 线 状 态 的 平衡 由 过 渡 到  _， 


241. 


2, 提 高压 杆 承载 能 力 的 措施 有 


、 到 。 
二 ,选择 题 
1. 冰 端 镶 支 的 圆 截 面 压 杆 ,长 1m, 直径 50mm。 其 柔 度 为 
A, 60 B. 66.7 C, 80 D. 50 
2. 若 压 杆 在 两 个 方向 上 的 约 东 情况 相同 ; 且 py 半 pu。 那 么 该 正 压 杆 的 合理 截面 应 满足 的 条 
件 有 四 种 答案 ， 。 
AT 一 B.L,>L, 


CL < D. = 


3. 如 图 13-26 所 示 直 杆 , 其 材料 相同 ,截面 和 长 度 相同 ,支撑 方式 不 同 ,在 轴 向 压力 作用 下 ， 
那个 柔 度 最 大 ,哪个 柔 度 最 小 ?有 四 种 答案 ,正确 答案 是 : 


A. i, 大 ,A 小 B. A, 太 ,Ag 小 (Ab 大, 小 了 1。 大 ,At 小 
二 扫 | P 
E 


(a) (b) 人 图 
13-26 
4, 两 个 压 杆 材料 和 细 长 比 鬼 相同 , 则 : 
A. 黄 杆 的 临界 力 与 临界 应 力 均 相等 
B. 两 杆 的 临界 应 力 不 等 ,但 虱 界 力 相等 
C. 两 杆 的 临界 应 力 相 等 ,但 临界 为 不 一 定 相 等 
D. 两 杆 的 将 界 力 与 临界 应 力 均 不 一 定 相 等 


5. 如 图 13-27 所 示 , 压 杆 (a)、(b) 均 为 细 长 杆 , 两 杆 的 材料 、 杆 长 ,截面 形状 和 尺寸 均 相 同 ， 
h= 2b 日 临界 载荷 分 别 为 Fi 和 Fp ; 则 ; 


A Fs 一 Fr。 B Foes =F 


Fa GC, Fors > Fey D. Foe, = 


errb 


Fr 


(| 


但 ) 


图 13-27 
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三 .判断 题 


正三 角形 截面 压 杆 ,如 图 13-28 所 示 ,其 两 端 为 球 忱 链 约 东 , 加 载 方向 通过 压 杆 轴线 。 当 载 
荷 超 过 临界 值 , 压 杆 发 生 屈 曲 时 , 横 截 面 将 绕 和 通过 形 心 C 的 任意 轴 转 动 。 


了 


图 13-28 
四 .计算 亚 
1. 由 五 根 直 径 为 4 二 50mm 的 阅 钢 杆 组 成 正方 形 结构 ,如 图 13-29 所 示 , 结 构 连 接 处 均 为 


光 靖 铵 链 ,正方 形 边 长 一 lm; 材 料 为 Q235 钢 , 斌 求 结 构 的 临界 载荷 值 .(Q235 钢 , 当 和 所 加 二 
132 时 ,gs = (235—0.0068A:)MPa,) 


图 13-29 
2. 如 图 13-30 所 示 结 构 , 梁 和 杆 的 材料 相同 ,AB 梁 为 No16 工 字 钢 ;BC 为 直径 4d = 60mm 的 
圆 形 截面 杆 , 已 知 :材料 的 卫 一 205GPa,os 一 275MPa, 强 度 安全 系数 nn 一 2,1, 二 90,4, 二 50, 稳 
定安 全 系数 mm 一 3, 经 验 公 式 gw 一 338 一 1.1214, 试 求 :[F]。 
FF 


图 13-30 


3. 平面 结构 如 图 13-31 所 示 , 重 物 Q@ 一 10kN, 从 距离 梁 40mm 的 高 度 自由 下 落 至 AB 梁 中 
点 C, 深 AB 为 工 字 形 截 面 ,1 = 15760 X10*mi: , 杆 BD 两 端 为 球形 匀 支 座 ,采用 5 二 5cm ,二 
12cm 的 矩形 截面 . 梁 与 杆 的 材料 相同 ,E = 200GPa,o, 一 200MPa,o, 一 235MPa,a 一 304MPa ， 
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5 二 1,12MPa ,nn 一 3, 问 杆 BD 是 和 否 安全 ， 


图 13-31 
4. 有 一 两 端 固定 的 图 截面 直 杆 ;直径 4 = 8mm, 长 度 ! 二 25. ?cm; 材 料 的 EE 二 210GPa, 直 
杆 所 受 压 力 P 一 1. 76kKN, 规 定安 全 系数 n 一 4, 试 校 核 该 直 杆 的 稳定 性 。 
5. 在 如 图 13-32 所 示 结 构 中 ,AB 为 圆 形 裁 而 杆 ,d 一 80mm,A 端 固定 ,也 端 球 镀 ,BC 为 正方 
形 截 面 杆 ,; 边 长 4 一 ?0mm';C 端 为 球 锐 .AB 杆 和 BC 杆 可 以 各 上 自 独立 发 生变 形 ,两 杆 的 材料 均 为 
A3 钢 ,E 一 210GPa. 已 知 ! 一 3m, 稳 定安 全 系数 ?一 2.5. 试 求 此 结构 许可 载荷 PP，。 


图 13-32 
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部 分 院 校 考研 入 学 试题 
西安 交通 大 学 2006 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 , 简 答题 ( 共 5 小 题 ,每 小 题 6 分 , 共 30 分 ) 
1 疲劳 破坏 是 如 何 发 生 的 ? 其 断口 有 何 特征 ? 
2、 试 述 圆 轴 扭转 时 扭转 角 9 与 切 应 变 7 之 癌 的 关系 并 作 简 图 示意 。 


题 2 司 题 3 图 
3. 自行 车 链条 传动 的 销 钉 连接 局 部 如 图 所 示 , 销 钉 直径 为 4, 链 板 厚 度 为 +, 骑 行 时 最 大 拉 


力 为 上 ,指出 剪 切 和 挤 压 危 险 面 , 写 出 最 大 切 应 力 和 最 大 挤 压力 的 表达 式 。 

4. 何 为 单 疝 .二 向 .三 向 应 力 状态 ? 各 画 一 单元 体 示 意图 ， 

5. 试 说 明 为 何 楼 板 ,自行 车 架 等 寄 曲 构件 是 空 芯 截 面 。 

二 ,单项 选择 题 ( 共 5 小 题 ,每 小 题 4 分 , 共 20 分 } 

6. 用 5 倍 试 样 和 10 售 试 样 分 别 敌 同一 种 塑性 材料 拉 伸 破坏 试验 时 ,发 生 颈 缩 后 的 延伸 率 
6 和 全 o ;比较 二 者 。 

和 = B, 6 > Ho C, 6 < Ho D. 无 法 确定 哪 一 个 更 大 

7. 承受 均 布 载荷 作用 的 简 支 梁 (图 2? 如 果 梁 的 长 度 增加 一 倍 而 和 载荷 不 变 ( 图 b) , 则 最 大 挠 
度 书 与 w 比 较 。 

A 2o0, yo B. 4v, < vp < Bo, 

C. Bu < vo < 160, D. 无 法 确定 其 比值 范围 


题 7 图 
8. 题 8 图 示 等 边 兰 角形 C 为 形 心 ,对 > 轴 和 x 轴 的 惯性 算 T 与 比较 。 
上 ,1 一 工 Bl,»>l, CT < lL, D, 无 法 确定 哪 一 个 更 大 
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9. 对 同一 个 单元 体 的 应 力 状态 ,用 第 三 强度 理论 和 第 四 上 度 理论 计算 的 相当 力 ma 与 cu , 比 
较 二 者 。 

A. ga = gn B, ga > gn C, ga < ar D. 无 法 确定 固定 关系 

10. 题 10 图 示 刚 性 板 ABC 上 作用 平面 力 条 ,约束 杆 1、 杆 2 材料 相同 ,面积 相等 ,其 内 力 
NN 与 Nz 比较 二 者 a 

A. Ni = N; B. Ni > N: C. N) < Na D. 无 法 确定 固定 关系 


三 .计算 题 ( 共 6 小 题 , 共 100 分 ) 
11. 已 知 简 支 梁 上 没有 集中 力 偶 作用 ,前 力图 如 题 图 11 所 示 , 试 画 出 梁 上 的 载荷 与 弯 
拒 图 。 


2 
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2ga A_F B Ly 
2 [ri 可 RK | | 和 
a a 站 他 
题 11 图 题 12 图 


12. 悬索桥 由 AB 梁 和 BC 粱 加 4 根 材料 ,截面 都 相同 的 的 悬 索 组 成 如 题 图 12 所 示 , 梁 视 
为 刚性 ,车辆 视 为 集中 力 载荷 , 车辆 通过 时 和 欲 测 载荷 大 小 下 上 ,至少 需要 测 出 哪儿 根 悬 索 的 变形 ， 
并 写 出 下 与 各 杆 最 大 变 形 A 之 间 的 关系 ( 悬 索 抗 拉 正 刚度 EA 为 常数 )。(15 分 ) 

13, 题 图 13 示 平 面 析 架 由 长 上 度 /一 lm ,直径 避 = 40mm 的 图 截面 杆 构成 ,已 知 FE 二 206GPa ， 
Ap 二 100, 一 60 ,中 长 杆 材 料 系 数 & 一 460MPab = 2, 567MPa ,安全 因数 [n= 3 。 

{1) 试 求 许可 载荷 下 ; (20 如果 载荷 方向 相反 (向 里 ), 许 可 载荷 和 是 否 改变 ? 车 改变 则 其 值 
为 多 少 ? (20 分 ) 


厦 13 图 题 14 国 
14, 螺旋 架 主 轴 为 外 径 口 二 140mm ,内 径 4 二 i00mm 的 厚 框 圆 简 , 已 知 需 要 产生 
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下 二 200kN 的 轴 向 推力 , [oj 一 100MPa ,(1) 用 第 三 强度 理论 求 主轴 所 能 承受 的 最 大 扭矩 
Ti(2) 设 弹性 模 量 下 一 200GPa , 泊 松 比 二 0.3 , 求 轴 内 的 最 大 线 应 变 和 最 大切 应 力 。 
《20 分 

15. 等 截面 直 杆 长 度 为 工 , 抗 拉 ( 压 ?刚度 为 EA ,顶部 作用 重 为 名 的 刚性 重 物 , 再 受到 高 度 
为 理 , 重 量 为 Q 的 自由 落体 冲击 , 试 求 杆 中 的 最 大 冲击 力 。(15 分 》 


2 本 
12 


题 15 图 题 1 图 


16， 图 示 平面 机 构 , 已 知 : AB 二 CD 二 1 一 3m,BC 一 1/2? ,各 杆 自重 不 计 ， go 一 500Nym ， 
MM 二 300N。，m 。 求 为 保持 机 构 平 衡 , 需 在 CD 村 中 点 琅 作 用 多大 的 力 PP; 及 A,D 处 约 东 反 力 大 


小 。 


北京 航空 航天 大 学 2006 年 研究 生 入 学 考试 试题 
一 ,选择 题 (本 题 共 15 分 ,每 小 题 各 5 分 ) 
1. 如 果 细 长 压 标 有 局 部 前 弱 , 此 种 削弱 对 压 杆 有 四 种 答案 ,正确 答案 是 : 
A. 对 稳定 性 和 强度 都 有 显著 影响 
B. 对 稳定 性 和 强度 都 影响 甚 微 
C. 对 稳定 性 有 显著 影响 ,对 强度 影响 其 微 
D. 对 稳定 性 影响 甚 微 , 对 强度 有 显著 影响 


2. 图 示 和 矩形 截面 梁 的 A,B.C.D 四 点 中 , 单 向 应 力 状 态 的 点 是 : 纯 前 应 力 状 态 的 点 
是 :在 任何 城西 上 应 7 为 村 二 全 们 位 了 上 表面 C.D 位 于 中 性 轴 上 。 
才 
题 一 1 图 


3. 某 线 弹性 结构 在 玉 单独 作用 下 的 外 力 功 匈 | 一 也 忆 Al ,在 单独 作用 下 的 外 力 功 W 一 


圭 太 A ,其 中 A 和 As 为 洛 相 应 载 茶 方向 的 位 移 , 设 在 及 和 FF 共同 作用 下 的 外 力 功 为 Ws ， 
则 


A. 一 定 有 Wh 一 Wi 十 W。 B. 一 定 有 Wa > Wi 十 Ws 
C. 一 定 有 Wa 过 Wi 十 WW D. 无 法 判定 
二 .填空 题 ( 本 题 共 18 分 ,每 小 题 各 6 分 ) 

1. 图 a 和 图 b 所 不当 的 殉 不 定 度 分 别 为 


上 题 二 1 图 
2, 试 件 受 如 下 图 所 示 交 变 应 力作 用 ， 该 交 变 应 力 的 应 力 比 为 


应 力 幅 为 


48. 


3. 圆 轴 受 力 如 图 ,其 危险 截面 在 _ 段 , 当 外 五 偶 加、 ma 互 换 以 后 ,危险 截面 在 
段 。 


=2N-m His=4N-m Hy=4N-m Ps 一 IOMN ,mm 


题 二 3 图 
三 (本题 15 分 ) 图 示 阶 梯 杆 由 钢 (CDC 段 ) 和 铜 CCB 段 ? 丙 种 材料 制 成 ,承受 轴 向 载荷 下 作 
用 , 4 = 40mm , 钢 的 弹性 模 量 和 许 用 应 力 分 别 为 E,, 二 210GPa , [os] 二 160MPa , 铜 的 弹性 模 
量 和 许 用 应 力 分 别 为 下 ., = 100GPa , [ou ]= 100MPa ,在 CB 段 所 贴 应 变 片 测 得 的 划 向 正 应 恋 
为 au 三 1.0X103 , 校 核 此 杆 强度 并 求 DC 的 轴 向 正 应 变 es。 。 


题 三 图 

四 《本 题 15 分 ) 图 a 所 示 等 截面 圆 轴 , 已 知 d 一 100mm;i? 一 500mm ,py 一 SEN mm， 
mz ~ 3EN mc 一 82GPa , 求 ， 

(1) 最 大 切 应 力 及 已 截面 的 扫 转 角 ; 

(2) 为 使 BC 段 的 单位 长 庆 扭 转角 (绝对 值 ) 与 AB 段 的 相等 , 则 在 BC 段 铬 孔 ( 图 b) 的 孔径 
Qi 应 为 多 大 ? 


题 四 图 
五 本题 15 分 ) 试 画图 示 基 臂 梁 的 前 力 . 弯 矩 图 。 
A B C 
| 一 ”| 2a | 
题 五 图 
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六 .本题 20 分 ) 图 示 结 构 , AC 为 工 字 型 铸铁 梁 , 许 用 拉 压 应 力 分 别 为 [o; 1= 30MPa ， 
[e = 60MPa (不 考虑 弯曲 切 应 力 ,O 为 截面 形 心 );BD 为 圆 截 面 钢 杆 ,强度 许 用 应 力 [cj] 一 
160MPa ,弹性 模 量 为 一 200GPa , 载 苛 下 可 在 AC 范围 内 移动 , 试 确定 许 用 栽 苟 LFj,。 已 知 ， 
1 一 2m ;铸铁 梁 的 一 4X10'mm! , 圆 截面 钢 杆 了 = 25mm ,其 适用 欧 拉 公式 的 临界 柔 度 ip 一 
100 ,中 柔 度 压 杆 的 临界 应 力 为 o 一 304 一 1. 12% ,稳定 安全 因数 为 2. 5。 


| 140mm 


七 ,( 本 题 15 分 ) 图 示 闭 口 薄 壁 圆 简 受 内 压 已 和 弯曲 力 偶 M 的 联合 作用 , 今 测 得 A 点 轴 疝 
应 变 & = 二 4X107 ,BB 点 沿 圆周 线 方向 的 正 应 变 ex 一 2X 1071 ,已 知 薄 壁 贺 简 的 外 生 一 
60mm ; 壁 厚 5 二 2mm,E 一 200GPa 一 0.25,[oj] 二 150MPa ,(]) 画 出 态 点 的 微 体 受 力 状态 
图 。(2) 求 出 弯曲 力 偶 窍 M 和 内 压 P 的 大 小 。{3) 试 用 第 三 强度 理论 校 核 篇 的 强度 ， 


题 七 图 


八 ( 本 题 15 分 ) 一 -重量 为 @ 的 物体 以 速度 vw 沿 水 平方 向 神 击 等 截面 直 杆 AB 的 顶端 B, 杆 
长 度 为 a, 弯曲 刚度 为 EI , 抗 弯 截 面 系数 为 环 , 略 去 剪 力 的 影响 , 试 求 AB 的 杆 的 最 大 正 应 力 。 


Uv 


L_ 下 一 一 B 


题 八 图 


Oe 


九 ( 本 题 15 分 ) 等 截面 折 杆 ABC 的 弯曲 刚度 为 EI ,在 CC 截面 处 作用 一 铅 重 载荷 了 。 略 去 
轴 力 和 剪 广 的 影响 , 求 截面 C 的 锁 垂 位 移 。(A,B 处 为 国定 铵 支 座 ) 


EEEEELEEE TELE CTE ju 上 --------------------------- -------------- 


题 几 图 
十 本题? 分 ) 一 薄 圆 环 , 其 厚度 为 1 ,平均 直径 为 卫 , 宽 度 为 50 5 < 之 DY ,载荷 如 图 所 
不 ; 试 根据 功 的 互 等 定理 求 变形 前 后 圆 环 中 心 线 所 赎 面 积 的 改变 量 。 


! pad 
人 
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北京 理工 大 学 2006 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 (25 分 ) 如 图 所 示 , 梁 AB 受 均 布 载荷 4 作用 ,长 度 为 一 2 的 错 垂 杆 CD 与 杆 DG、DH 
铵 接 于 D, 并 在 C.G、H 处 分 别 与 梁 AB 及 梁 GK 镑 接 ,二 梁 的 弯曲 刚度 均 为 EI, 三 杆 的 拉 压 刚 


度 为 EA, 且 梁 的 惯性 矩 1 与 杆 的 横 截 而 面积 A 之 比 为 A 一 了 a? ,不 计 深 中 的 轴 力 和 前 力 的 影 


响 , 试 求 :(1) 杆 CD 的 轴 力 ;(2) 梁 GK 在 其 中 点 卫 的 撑 度 ， 


是 一 图 
二 ,C25 分 ) 直径 为 DD, 长 度 分 别 为 2 和 的 两 根 圆 截面 村 AB 与 BC 在 品 处 焊接 后 构成 
120" 角 的 折 杆 。 如 图 所 示 , 折 杆 ABC 的 轴线 位 于 x 一 y 面 内 ,A 为 固定 端 。 自 由 端 C 处 施加 了 


一 个 作用 面 在 杆 件 模 蕉 面 面 内 的 力 偶 , 力 伪 息 M. ~ 坚 习 , 杆 AB 段 中 点 口 处 作用 一 锁 生 向 上 


的 集 加 中 力 下 ,不 计 前 力 影 响 。 

(1 分析 折 杆 各 段 的 变形 形式 , 画 内 力图 ,指出 校 核 该 杆 强 度 的 危险 截面 的 位 置 ; 

2) 找 出 危险 截面 上 的 危险 点 ,画册 危险 点 在 截面 上 的 位 置 的 示意 图 ; 

(3) 若 dd 二 40mm,i 一 lm; 下 一 400N , 折 杆 的 许 用 应 力 [oj]= 85MPa , 试 按 第 三 强度 理论 
校 核 该 杆 的 强度 。 


题 二 图 
三 (25 分 ) 图 示 结 构 ,AD 与 BC 杆 垂直 ,C 为 刚 节点 , 试 画 出 在 图 示 载 荷 作用 下 绪 攀 的 内 力图 。 
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-一 上 


zh 
题 二 内 
四 、(25 分 ) 图 示 梁 AB,BC, 在 也 截面 由 中 间 铵 连接。 设 AB 段 梁 容 曲 刚度 为 EI ,BC 段 梁 
弯曲 出 度 为 El; : 旦 EL 一 4El; co 
求 : 在 图 示 载 荷 和 尺寸 下 ,中 间 往 了 两 出 截面 的 相对 转角 虽 。 


愿 四 周 
五 (25 分) 矩形 截面 巧 臂 染 AB 如 图 所 示 , A 端 固定 ,B 端 自 由 。 横 截面 尺寸 为 5Xh ,长 度 


| 为 27 ,材料 的 弹性 模 量 为 ,一重 物 自 高 度 晶 二 可 已- 处 自由 下 落 冲 击 到 了 截面 ,此 时 测 得 要 


Em 
中 截面 C 处 点 的 线 应 变 为 6o (KK 点 位 于 截面 C 最 上 缘 )。 试 求 ; 
《1) 重 物 的 重量 P; 
| (2) 冲 击 时 梁 内 的 最 大 动 应 力 ow ; 
《3) 截 面 避 处 的 动 挠 麻 3a 。 


感 五 图 
六 (25 分 ?图 示 馈 垂 杆 AB 和 水 平 杆 AC 组 成 杆 系 结构 ,入 ,B、C 为 球 贸 。 二 杆 材料 相同 
下 一 200GPa 一 100 必 一 60 。 杆 ABH 为 圆 形 截面 ,直径 & = 24min ,长 度 为 站 一 500mm , 杆 
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AC 为 瞪 形 截面 ,长 度 为 声 一 800mm , 横 截 面 尺寸 为 20mm Xx 23mm。 设 中 柔 度 杆 的 稳定 经 验 
公式 为 5 二 《304 一 1.12X)MPa ,稳定 安全 因数 [m6 ]= 5 , 设 二 杆 均 在 ABC 平面 内 失 稳 。 
(分别 计算 二 杆 的 将 界 压力 ; 
(2) 若 集 中 力 FF = 20kN , 且 与 铅 垂 方向 的 夹 角 #8 二 30” , 校 核 该 结构 的 稳定 性 ; 
(3) 若 和 可 在 0 一 90 之 间 任 意 变 化 , 问 8 取 和 何 值 时 ,可 使 结构 中 的 二 杆 间 时 达到 临 办 状态 ? 


F 
6 天 
所 一 一 一 一 和 


Le 1 Cc 


I 
py yg 
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华中 科技 大 学 2006 年 招收 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 
一 .填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 24 分 ) 


1. 在 材料 力学 的 理论 分 析 中 ,以 均匀 、 、 的 可 变形 固体 作为 力学 模型 , 且 
在 大 多 数 场合 下 局 限 在 弹性 范围 内 的 条 件 下 进行 研究 。 

2, 脆性 材料 的 破坏 一 般 以 ” ”为 标志 ,所 以 取 -作为 极限 应 力 , 且 由 于 脆性 材 
料 的 强度 指标 的 分 散 度 较 大 , 故 选取 安全 系数 时 应 多 给 一 些 

3. 构件 正常 工作 应 满足 .刚度 和 的 要 求 , 设 计 构件 时 ， 还 必须 尽 可 能 地 
合理 选用 材料 和 ,以 节约 资金 或 减轻 构件 自重 。 

4， 低 碳 钢 在 单 向 拉 伸 试 验 过 程 中 , 按 其 伸 长 量 与 载荷 的 关系 ,其 工作 状态 大 致 可 分 为 四 个 
阶段 即 : 弹性 阶段 、 、 、 和 。 其 中 “有 领 缩 ”现象 出 现在 

阶段 。 


5， 两 根 相同 材料 的 等 直 圆 形 截面 拉杆 ,其 截面 半径 之 比 为 1 : 2, 杆 长 之 比 为 1: 2, 所 受 外 
力 之 比 亦 为 1 : 2;, 则 它们 的 拉 伸 变形 之 比 为 
6, 某 等 截面 直 杆 , 模 截 面 为 加 环形 ,外 径 、 内 径 分 别 为 DD 和 4, 则 其 截面 极 惯 性 矩 为 


; 抗 所 截面 系数 为 
7, 通常 ， 称 为 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 ,EI 称 为 梁 的 ;而 等 直 图 杆 的 抗 扭 刚度 
为 
8. 四 个 常用 的 材料 破坏 理 全 是 最 大 拉 应 力 理论 、 理论 ， 理论 和 形状 改变 
比 能 理论 。 


二 . 简 管 题 ( 每 小 题 4 分 , 共 36 分 ) 
. 试 写 出 在 平面 应 力 状 态 下 的 广义 胡 克 定律 的 表达 式 。 
. 对 扭转 杆 件 , 当 横 截 面相 同时 ,回环 形 截面 比 实心 圆 截面 优越 ,为 什么 ? 
- 杆 变形 的 基本 形式 有 哪 几 种 ? 举例 说 明 何 请 组 合 变形 ? 
.同一 裁 面 处 , 梁 的 弯 和 托 .前 力 和 载荷 集 度 之 间 有 何 关系 9” 写 出 其 微分 表达 式 。 
. 在 材料 力学 中 , 杆 的 轴 力 . 弯 矩 .前 力 . 捏 矩 等 内 力 的 正 . 负 符 号 是 如 何 规定 的 ? 
- 试 举例 说 明 什 么 是 应 力 集中 ?其 对 脆性 材料 的 影响 如 何 ? 
. 试 举例 说 明 何 谓 超 静 定 问题 及 超 静 定 次 数 ? 求解 超 静 定 问题 的 关键 步骤 是 什么 ? 
. 试 比较 说 明 平 面 弯曲 . 纯 弯 曲 和 横 力 弯曲 的 概念 。 
- 试 简 述 主 应 力 的 概念 ,并 由 此 说 明和 何谓 空间 ,平面 单 向 应 力 状 态 。 
` 计 算 题 ( 共 90 分 ) 
. 《20 分 ) 在 图 示 结 构 中 , 杆 AB 为 刚 杆 , 链 杆 CD.FF 材料 相同 ,长 度 相 等 , 横 截面 积 均 为 A 一 
1000mnm , 若 在 刚 杆 的 BB 端 作用 载荷 P 二 50kN , 试 求 链 杆 CD,EF 中 的 轴 力 和 应 力 


"HDs 


题 三 1 图 
2. (20 分 ) 两 端 较 支 的 细 长 直 杆 , 载 面 抗 弯 刚 度 为 EI, 承受 治 轴线 的 压力 作用 , 试 推导 其 临 
界 力 也- 的 欧 拉 公式 。 
3. 《20 分 ) 如 图 所 示 , 悬臂 梁 AB 的 抗 桔 刚 度 为 EI, 材料 为 线 弹 性 体 , 不 计 剪 应变 对 挠 度 的 
影响 。 试 用 卡 乓 第 二 定理 计算 该 悬臂 梁 自 由 端的 掺 度 。 


4 


态 


| 
题 三 3 图 
4. 530 分 ) 长 为 工 , 抗 弯 刚 度 为 EI 的 入 支 梁 AB,C 为 其 中 点 , 深 载 荷 如 图 ， 
《1 作出 梁 的 前 力图 和 碍 和 矩 图 ; 
(2) 试 求 联 中 截面 的 找 度 f. ; 
《3) 试 求 梁 端 截面 的 转角 各。 
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浙江 大 学 2006 年 研究 生 入 学 考试 试题 

一 ,(30 分 ) 

(]) 材 料 力学 对 研究 对 象 做 出 了 哪些 基本 假设 ? 在 考察 粱 弯曲 时 ,又 增加 了 何 种 假设 ? 求 
粱 杰 曲 前 应 力 时 又 作 了 什么 假设 ? 计算 轴 扭 转 时 ,又 提出 了 什么 假设 ? 按 您 掌握 的 知识 ,上 述 
哪些 假设 之 间 有 了 哪些 矛盾 之 处 ?并 加 以 详细 阐述 ,哪些 假设 有 条 件 限制 ?同时 说 明 要 解决 这 些 
问题 必须 应 用 什么 学 科 理 论 ? 

C2) 材料 力学 对 等 项 截面 A3 钢 进行 拉 伸 试验 时 ,可 以 获得 一 条 拉 伸 曲线 和 一 些 材 料 参数 ， 
试 画 出 该 材料 常温 条 人 忻 下 的 试验 曲线 (必须 注 明 纵 , 横 坐 标定 义 ) ,并 注 明 该 曲线 上 的 主要 参数 
和 上段 以 及 它们 的 物理 意义 。 同 时 说 明 通 过 该 试验 还 能 获得 哪些 主要 的 材料 参数 。 

二 (30 分) 

GD 已 知 梁 的 弯 矩 图 (如 图 1 所 示 ,) 试 作 梁 的 载荷 图 和 前 力图 。 


mW 


图 ] 


图 2 
三 ,(30 分 ) 试 求 图 3 所 示 表 不定 梁 的 全 部 友 力 。 


图 3 
四 30 分 ) 构 件 上 早点 单元 立方 体 的 应 力 状 态 如 图 4 所 示 ( 应 力 单 位 为 MPa )。 材 料 的 弹 
性 模 量 上 = 200GPa , 泊 松 比 为 = 0. 3 , 试 求 ; 
1) 二 个 主 应 力 ;(2) 最 大 前 应 力 ; (3) 三 个 主 应 变 ; (4 体积 应 变 ;(5) 分 别 按 最 天 接应 力 理 
论 , 最 大 拉 应 变 理 论 ,最 大 剪 应 力 理论 及 形状 改变 比 能 量 理论 求 相 当 应力 。 
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图 4 

五 (30 分 ?如 图 5 所 示 AB 梁 的 模 截 面 边 长 40mm 正方 形 ,CD 为 直径 4 二 20mm 的 贺 截 面 

杆 。A.C.D 端 均 为 简 支 , 工 一 0. 4m , 设 梁 . 杆 的 材料 [o] 二 160MPa ,下 一 206GPa ,j= 0.3， 
并 取 梁 , 杆 的 安全 系数 均 为 n 一 3 , 试 求 保 证 结构 稳定 性 和 强度 安全 条 件 下 的 己 值 。 
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北京 科技 大 学 2006 年 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 

一 ,以 下 省 丹 均 备 有 CAYCB)CC) 0D} 四 个 选项 ,其 中 只 有 一 个 是 正确 的 管 案 , 试 将 正确 前 民 
号 填写 在 题 中 __ 上 方 : 打 8 小 题 ,每 是 4 分 ) 

1. 用 截面 法 只 能 确定 _” 杆 檬 蕉 面 上 的 内 方 ， 

A. 等 直 BE 弹性 C 静 定 D， 基 本 变形 

2 在 下 列 结 论 中 ， 是 错误 的 ， 

上 AA. 著 物 体 产 生 位 称 . 则 必定 同时 产生 变形 

及 著 物 体 各 点 均 无 位 黎 ; 则 必定 无 变形 

C, 着 物体 产生 变形 , 则 项 体内 总 有 一 些 点 要 产生 位 秘 

D. 位 秆 的 大 小 取决 于 物体 的 变形 和 约束 状态 


5. 馆 铁 的 许 用 应 力 与 杆 件 的 。 有关， 

上 横 蕉 面 形状 BE 横 鹤 面 尺 二 

C. 受 力 状态 ( 指 拉 促 或 不 蝙 ) D. 裁 葵 大 小 

+ 切 应 力 互 等 定理 是 出 单元 体 的 “导出 的 。 

人 苦力 平 衔 关系 也 几何 美 系 C- 物理 关系 D, 强度 条 件 


5 表示 扭转 变形 程度 的 量 
A， 是 扣 转 骨 q ,不 是 单位 长 度 扫 转角 8 B 是 9 不 是 # 


C, 是 sn 和 #8 D. 不 荐 ”> 和 昌 

5， 低 碰 钢 试 件 捍 转 破坏 是 6 

上 襄 权 截面 拉 断 及 祖 牺 烽 旋 面 拉 断 

C, 沿 横 截面 前 断 D. 设 45 出 旋 面 须 断 

7. 当 实 心 圆 轴 的 直径 增加 1 倍 时 , 其 抗 扭 刚度 和 抗 捍 截 面 厌 数 分别 才 加 到 原来 的 
_ 情 ， 

有 .8 和 16 B16 和 和 8 C8 和 怀 D. 168 和 316 

8 构件 发 生 厅 曲 变 形 时 ,. 槛 截面 通 省 _ 。 

上 .只 发 生 线 位 移 及 愉 发 生 衣 位 称 

C. 发 生 乒 位 殉 和 和 角 位 移 D. 不 发 生 位 移 


二 .图 示 圆 被 面 阶梯 轴 的 CD 段 直径 为 d,AC 有 正直 入 为 0. 8u ,已 知 轴 材料 的 [r]= 30MPa， 
蕊 一 80GBPa 试 求 ， 

1. 两 轴 的 扭矩 图 ;55 分 》 

2 确定 轴 的 直 么 di18 分 ) 

3. 计算 截面 A 和 截面 互 的 相对 扭转 角 win 。(5 分 ) 


1 到 Nom 
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三 , 拉 伸 梁 如 图 示 , 试 画 蚤 力图 和 弯 甜 图 ,并 求 | Q| wx、 |M | wx 。 


20kN 


160kN/m 


g =20kN/m 


2m Sm 2m 


题 三 图 
四 .外 但 梁 用 直径 为 4 的 圆 截 曾 杆 悬 吊 如 图 a 所 示 , 外 伸 梁 的 横 截 商 尺 和 寸 如 图 b 所 示 , 已 
六 :aa 一 lm 一 96.4mmy 一 153.6mmyl 一 101.5X10mmi , 梁 材 料 的 许 用 拉 应 力 [5] 二 
80MPa , 许 用 压 应 力 [am ] 一 140MPa , 圆 截面 杆 的 直径 4 二 50mm , 许 用 应 力 [sc] 二 160MPa ， 
试 求 载荷 集 度 的 允许 值 [gj] 。 


» 
好 
也 
Er] 让 
图 a 


题 四 图 
五 "统考 题 ) 圆 截面 杆 受 力 如 图 示 , 已 测 得 轴 表 面 A 点 与 母线 炎 角 0 方向 和 B 点 与 坪 线 夹 
角 为 一 45° 方向 的 线 应 变 分 别 为 6o 二 400 X10 , ews 二 375 X10 。 已 知 杆 截面 的 抗 弯 截 曾 
模 量 WW 一 6000mmy , 杆 材料 的 [oo] 二 140MPa,E 二 200GPa,r 一 0.25 。 试 用 第 三 强度 理论 校 
核 杆 的 强度 。*25 分 ) 


题 五 统考 题 图 
五 .5 单 考题 ;图 示 电 动机 传动 轴 直 径 二 80mm ,电机 功率 P, = 16kW ,转速 n= 110 转 / 
分 ,皮带 轮 重 G = 2kN ,直径 吕 一 lm , 紧 边 皮带 张力 等 于 松 按 张 方 个 的 3 悦 , 皮 带 轮 的 受 力 如 
右 侧 图 bb 所 示 , 轴 材料 为 A3 钢 , 许 用 应 力 [oj] 二 70MPa , 试 按 第 二 强度 理论 计算 传动 轴 的 许可 
外 伸 长 度 [下 。(25 分 ) 
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题 五 单 考题 图 
200 


六 、( 统 考题 ) 图 示 刚 架 各 段 EI 为 常量 ,已 知 卫 ,a, 试 用 英 尔 定理 的 图 乘法 求 A 截面 的 转角 


外 。(20 分 ) 
9=Pa 


Ra 


NM=Pa 


六 题 ( 统 考题 ) 题 图 六 题 ( 单 考题 ) 题 图 
六 .( 单 考题 ) 图 示 刚 架 各 段 了 I 为 常量 ,已 知 Pa 试用 莫 尔 定理 的 图 乘法 求 A 截 面 的 转角 如 。 
(20 分 ) 
七 .图 示 直 角 刚 架 和 名 段 EI 为 常量 ,已 知 9,a , 斌 求 刚 架 约束 反 力 。(20 分 ) 


备用 ， 为 使 用 图 滋 法 ， 给 出 下 列 图 4\ ttttt tty 


一 议 掀 物 线 一 次 抛物 线 
”5 : 
SL 3 3 2 
= 3 了 w= 地 
七 题 图 
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华南 理工 大 学 2006 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 :单项 选择 题 ( 共 3 小 题 ,每 题 5 分 , 共 15 分 ) 
1. 图 示 结 构 , 杆 ABC 为 刚性 杆 , 杆 1、 杆 2 的 刚度 相等 。 当 杆 1 的 温度 升 高 时 ,两 杆 的 轴 力 
变化 可 能 有 以 下 四 种 情况 ,正确 的 管 案 是 
A. 两 杆 轴 力 均 变 小 B. 两 杆 轴 力 均 增 大 


C. 杆 1 轴 力 碱 小 , 杆 2 轴 力 增 大 D, 杆 1 轴 力 增 大 , 杆 2 轴 力 减 小 
AAA 


一 一 一 一 一 一 P 
题 - 1 图 
2. 对 于 图 示 的 应 力 状 态 , 才 测 出 工 ,y 方 同 的 正 应 变 se,、s, ; 则 能 确定 材料 的 
A&， 弹 性 模 量 和 泊 松 比 B. 弹性 模 量 和 剪 切 弹 性 模 量 
C, 洒 松 引 和 前 切 弹 性 模 量 D. 弹性 模 量 前 切 漳 性 模 量 和 泊 松 比 
| 
题 一 2 图 


3. 线 弹性 材料 半圆 曲 梁 的 支撑 及 受 力 如 图 所 示 , M() 为 外 力 引起 的 任意 柳 截 面 上 的 奇 
矩 , 关 于 积分 , 击 | MKO)Rdg 的 含义 应 该 是 


入, 丰 截 面 转角 BB 截面 转角 
C. B 的 水 平 位 称 D. A.B 两 截面 的 相对 转角 


“OP 


二 、. 简 答题 ( 共 2 小 题 , 每 题 10 分 , 共 20 分 ) 

1. 一 低 碳 钢 直 杆 , 杆 长 /二 1m, 弹 人 性 模 量 下 二 200GPa, 杆 横 截 面 面 积 A 一 5cm 。 当 加 拉 
力 下 二 150kN 时 , 测 得 变形 量 AL 二 4mm,; 求 此 时 郭 载 后 杆 的 残余 应 变 6,。 

2. 图 示 缚 构 ,AB 和 BC 是 两 根 细 长 杆 , 若 ED > EL , 求 结构 的 临界 载荷 Fu 。 


二 .计算 题 ( 共 6 题 , 共 115 分 ) 
1. 单位 长 度 重量 为 4、 抗 弯 刚 度 为 EI 的 均匀 钢 条 放置 在 水 平 刚性 平面 上 ; 钢 条 的 一 端 伸 出 
水 面 一 小 外 CD, 若 CD 一 a, 求 钢 条 殷 起 而 不 与 水 平面 接触 的 BC 段 长 度 B。(20 分 》 


A B C 
| 
b 
题 一 1 图 
2. 试 作 图 示 等 刚度 连续 梁 AC 的 弯 惩 图, 梁 的 抗 弯 刚 度 为 EI。(20 分 ) 


g | 
DE 
| se < | 
题 三 2 图 


3. 在 图 示 2m 长 的 AB 杆 的 路 中 心 作用 载荷 fF 王 15kN,;B 端 为 外 链 支 座 , A 端 靠 在 光滑 鱼 
垂直 曾 上 , 若 [z] 一 65MPa, 求 B 匀 链 中 圆 往 销 的 最 小 直径 4d。(20 分 } 
a 


(一 


ee 


: = 
三 3 图 


4. 错 形 等 截面 悬 避 梁 高 h, 宽 4b, 长 !。 重量 为 Q 的 重 物 从 高 二 二 60Q7 /EI 处 落 到 自由 端 
、 "263 


并 附着 它 。 梁 的 质量 不 计 ,E 为 材料 的 弹性 模 量 ,] 为 截面 的 惯性 和 矩 。 求 ; 
(a) 架 内 最 天 的 冲击 正 应力 ; 
(将 梁 设 计 成 两 段 等 长 的 阶梯 粱 (各 长 1/2), 梁 高 hh 保持 不 变 , 和 名 段 梁 宽 可 按 要 求 设计 。 


阶梯 梁 在 靠 自 由 端 一 段 宽 加, 靠 固定 问 一 段 宽 刀 ,在 两 段 梁 最 大 冲击 正 应 力 相 等 的 条 件 下 ; 求 
/如 的 值 ，; 


《co) 对 于 (b) 中 设计 的 如/ bs 的 阶梯} 梁 ,在 与 等 截面 梁 的 最 大 冲击 正 应 为 相等 的 条 件 下 , 求 
阶梯 梁 与 等 截面 梁 的 重量 比 。(20 分 ) 


.9 | 


一 一 一 一 | 
题 三 4 图 
5. 图 示 圆 杆 , 了 = 一 200mzm, 了 =200rkN ,FE 一 200GPa,v 二 0. 3,[o] 二 170MPa, 在 杆 表 面 上 K 


三 5 图 
6， 自 平面 受 力 物 笨 内 取出 一 微 体 , 其 上 受 应 力 z 及 r = oi/ #3 如 图 示 。 求 此 点 的 三 个 主 应 
力 及 画 出 其 主 单元 体 。(15 分 ) 


“bde 


南京 航空 航天 大 学 2006 年 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 
一 .其 杆 件 AC 如 图 所 示 , 受 轴 向 拉力 下 作用 ,总 伸 长 量 ALac 一 0. 2mm ,该 杆 件 中 ,AB 段 
材料 是 钢 ,弹性 模 量 了 一 210GPa ,长 度 为 90mm, BC 段 材料 是 铝 ,弹性 模 量 EE = 二 70GPa ,长 度 
为 30mm; 两 段 的 截面 均 为 圆 形 且 直径 均 为 10mm, 两 段 变形 均 处 于 弹 件 阶段 , 求 轴 向 拉力 下 的 
大 小 。(15 分 ) 


第 一 题 图 
二 , 作 图 示 结 构 的 力图 和 这 能 图。(10 分 } 


| 一 一 | < 一 
SF 1 0 SF 


"| | 
rd 
第 二 题 图 
三 . 某 点 的 两 个 方向 面 的 应 力 如 图 , 求 其 主 应 力 . 最 大 切 应 力 及 主 平面 的 方位 。(15 分 ) 
B 方 向 向 上方 癌 硬 
50° 


100J3 MPa 
第 三 题 图 
四 .图 示 钢 质 圆 杆 , 上 端 固 定 , 下 端 承 受 轴 向 拉力 Ft 作用 ,由 实验 测 得 C 点 与 水 平 线 来 60 
方向 上 的 线 应 变 see 一 410 X10 , 若 已 知 材料 的 弹性 模 量 了 一 210GPa , 泊 松 比 二 0,28 , 钢 
杆 直 径 辽 一 20mm , 求 : 轴 向 拉力 Fp 。(15 分 ) 


第 四 题 图 
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五 ,图 示 注 壁 容器 承受 内 压 作用, 沟 了 测量 所 受 内 于 p 大 小 ,用 电阻 应 变 片 测 得 环 向 应 
变 的 平均 值 光 6 一 350 x 10 ,车 已 知 材料 的 弹性 模 量 一 210GPa , 泊 松 比 关 一 0. 25 ,容器 平 
均 直 径 吕 ==500mm,; 壁 厚 5 一 10mm , 求 内 奈 p 。(15 分 ) 
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第 五 题 图 


六 .直径 万 一 60mm, 长 工 = 2m 的 实心 圆 轴 ,材料 阐 性 常数 工 王 200GPa , 泊 松 比 请 一 0.30， 
[oj]= 200MPa , 受 力 偶 窍 工 一 3kN 和 集中 力 P, 一 1008N 作用 。 试 求 ， 


L.B 截 面 的 所 转角 mm ,(G 一 35) ， 
2. 用 单元 体 描述 该 加 轴 外 表面 点 的 应 力 。 


FR 


第 六 题 图 


3. 计算 玉 点 的 三 个 主 应 力 并 用 最 大 前 应 力 强 度 理论 (第 三 强度 理论 ) 校 核 强度 。(20 分 ) 


七 .图 中 AB.AC 两 杆 均 鸭 贸 接 , 已 知 弹性 模 量 均 为 EE, 横 截面 面积 均 为 A, 求 在 外 力 下 作 
用 下 全 点 的 垂直 位 务 ， 515 分 ) 

八 ` 图 示 阶 梯 杆 上 端 固定 ,已 知 横 截 面积 为 2A ,下段 横 截 面积 为 入 ,长 度 均 为 工 , 且 材料 弹 
性 模 量 均 为 卫 , 当 重 为 Fa 的 物体 从 互 高 度 自 申 落下 时 , 求 杆 内 的 最 大 应 力 。(15 分 ) 


第 七 是 图 
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上 海 交 通 大 学 2006 年 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 
1. 图 示 单 元 体 , 求 主 应 力 和 最 大 切 应 力 。(6 分 ) 


说 1 图 
2. 已 知 塑性 材料 的 许 用 应 力 为 [z] , 泊 档 比 为 & ,好 果 用 第 四 强度 理论 (形状 改变 比 能 理 
论 ) 来 确定 材料 的 纯 剪 切 条 件 下 许 用 切 应 力 ， [zf]= a[a] : 试 确定 系数 a 。(7 分 ) 
3 圆 埠 面 杆 忻 产生 拉 伸 .奇遇 和 钥 转 组 合 变形 , 设 危 险 点 的 拉 伟 正 应 力 为 上 , 硒 耐 正 应 力 
为 as: 扭转 切 应 力 为 + ,着 按 第 三 强度 理论 粹 核 其 强度 ,试问 庶 迹 按 以 下 蔚 个 公式 计算 其 相当 
应 力 。(7 分 ) 


tl)oa =m Fa td tna = vi te tide tia)as = Wa Fo Js Far 
4 扭转 力 个 了 == 35kN:m :作用 在 直径 一 60mm 的 司 轴 上 ,已 知 材料 的 弹性 权 量 已 一 
200GPa , 询 松 比 产 一 人 3 , 试 求 辐 轩 表 而 上 与 轴线 或 a = 二 30" 方向 上 的 正 虚 变 。f10 分 ) 


是 4 陶 眶 5 图 
5, 作 恒 的 前 力图 和 谊 扯 图 ,并 标明 最 大 慎 。({10 分 ) 
6 图 示 刚 所 ;A 为 定 畔 支 座 ; 吕 汶 动 以 支 座 , 面 出 刚 加 的 内 方 图 。t10 分 》 


Mgr 


晤 6 图 


7. 两 根 材 料 不 同 但 截面 尺寸 相同 的 矩形 截面 杆 忻 1 和 2, 每 报 杆 的 截面 高 度 为 ,同时 固 
定 于 两 疯 的 刚性 板 上 上 , 设 弹性 模 重 为 Ei 二 Ei , 若 使 两 杆 都 均 方 拉 伸 , 研 求 拉 方 下 的 个 心 距 e ， 
《in 从) 

和 图 示 为 强度 极限 为 加 的 胜 性 材料 的 薄 艾 被 面 圆 简 , 首 先 施加 拉力 下 ,使 售 的 横 税 而 上 近 
应 力 达 到 m2 时 保持 布 变 。 乓 后 施加 捏 算 了 ,直至 破坏 。 如 果 简 的 破坏 发 生 在 第 一 种 度 理论 
相当 于 应 力 mu 达到 丽 的 时 候 , 试 确定 ; 


Bs 


《1) 简 破坏 时 败 上 AA 点 由 祖 撼 荆 引 起 的 切 应 力 太 小 (2) 简 的 破坏 面 的 方位 ，(10 分 】 


| 是 5 图 

3. 短 形 往 面 梁 由 中 介 本 堵 和 上 下 策 固 钢板 牢固 结 台 而 成 ,被 而 尺寸 如 图 所 示 , 承 受 音 矩 

内 一 20kN mm。 钢板 比较 曾 , 可 以 认为 应 力 均匀 分 布 ， 已 知 钢 和 本 材 的 弹性 模 重 分 别 为 下 = 
200GPa,E, 一 10GPa , 求 钢板 和 木材 部 分 的 最 大 正 应 力 。!20 分 ) 


#4 < 


是 9 图 本 10 图 

10. 如 图 开 形 刚 架 承受 力 偶 短 并 作用 ,已 知 刚 捐 的 抗 咨 网 度 为 El, 试 求 C 点 转角 。[520 
分 ) 

11. 一 组 合 轴 , 册 内 图 柱 和 和 外 略 柱 组 戌 。 内 图 柱 为 钢 , 前 切 弹 性 槛 量 为 G. ,外 圆柱 为 钢 , 前 
切 弹 性 模 重 为 G, ,两 者 在 交界 面 上 牢固 结合 , 钢 亦 的 内 ,外 学 径 分 布 为 R, .Rs ,在 扭矩 了 作用 
下 , 试 推 芝 出 扭转 时 的 切 应 力 和 扭转 率 公式 。[20 分 ) 

12. 图 示 闫 属 梁 AB 和 圆规 面 样 BC 在 BB 点 尽 接 , 架 AB 和 杆 BC 长 度 均 为 1= lm .材料 的 
弹 竹 模 重 王 = 200GPa , 某 AB 截面 宽 b= 红 mm, 高 4 二 B80mm, 杆 BC 直径 只 一 50mn, 试 求 临界 
压力 下 。( 如 分 ) 


大 1i 图 | 


‘ye 


华南 理工 大 学 2007 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 .填空 题 , 管 案 填 在 答题 纸 上 ( 每 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. 梁 的 截面 为 对 称 的 空心 矩形 ,和 商 端 受 力 偶 矩 Mt 作用 ,如 图 1-1 所 示 。 该 梁 的 抗灾 模 量 
多 为 。 


2. 图 ]- 2 所 示 单 元 体 的 最 天正 应 力 gm 一 最 大半 应 力 rm 一 
3. 变 截 面 杆 受 两 个 集中 力作 用 ,如 图 1-3 所 示 。 设 AB 和 BC 眉 的 横 截 


面积 为 Al As, 且 As 一 1. 5 Al, 则 AB 段 的 应 力 与 村 
为 


4, 菜 传动 轴 外 径 D 一 80mm, 内径 gd 一 65mtm, 转 速 ,一 50rjmin ,材料 的 
许 用 前 应 力 [ 十 zj] 二 45MPa, 则 此 轴 所 能 传递 的 最 大 功率 为 kW， 

5. 简 支 梁 全 梁 上 受 均 布 载荷 作用 , 当 跨 长 增加 一 翌 时 ,最 大 前 应 力 增 加 一 倍 ,最 天 弯 矩 增加 
了 倍 。 

6. 第 形 截 面 梁 , 若 截面 高 度 和 宽度 都 增加 1 倍 , 则 其 强度 将 提高 到 原来 的 _ 售 。 

二 .选择 题 , 将 答案 代号 填 在 答题 纸 上 ( 每 题 3 分 , 共 27 分 ) 

1. 下 列 结论 中 正确 的 是 : 

六 . 材料 力学 主要 研究 各 种 材料 的 力学 问题 

B. 材料 力学 主要 研究 各 种 材料 的 力学 性 质 

C, 材料 力学 主 这 研究 杆 忻 受 力 后 变形 与 破坏 的 规律 

D, 材料 力学 主要 研究 各 类 杆 件 中 力 与 材料 的 关系 

2. 图 2-1 所 示 旺 辟 梁 给 出 了 1,2,3;4 点 的 应 力 状 态 单元 体 , 其 中 错误 的 为 图 ， 


图 1-3 


图 1-3 

3. 对 前 力 与 弯 矩 的 关系 ,下 列 说 法 正确 的 是 : 

A. 同一 段 梁 上 , 甬 力 为 正 , 谊 夭 也 必 为 正 

B. 同一 段 滩 上 ,前 力 为 正 , 论 答 必 为 负 

C, 疝 一 段 梁 上 , 弯 气 的 自负 不 能 由 剪 力 唯 一 确定 

D. 剪 力 为 零 处 , 弯 定 也 必 为 零 

4. 材料 相同 的 两 根 圆 轴 ,一 根 为 实心 轴 , 直径 为 Di; 另 一 根 为 空心 轴 , 内 径 为 di ,外 径 为 
Ds ,ds/ Ds 一 a。 若 两 轴 横 截面 上 的 扭矩 Mn 和 最 大 前 应 力 tw 均 相 同 , 则 两 轴 横 截面 积 之 比 


270° 


太 l1/A2 为 


A 1—e B. 一 CGI 一 (01 一 os DD. (a) 
5. 一 个 圆 辕 用 碳 钢 材料 制作 ,在 校 核 该 轴 的 担 转 刚度 时 ,发现 单 位 长 摩 扭 转角 8 超过 了 许 
书 值 。 为 保证 此 四 的 扭转 刚度 ,以 下 方案 中 最 有 将 的 是 


A. 改 用 合金 钢 B. 改 用 铸铁 C. 减少 办 的 长 度 。 ”DD. 增加 轴 的 直径 
6. 图 2-2 所 示 简 支 梁 受 集中 力作 用 ,其 最 大 拨 度 广发 生 在 . 

A. 集中 力作 用 处 | 

B. 路 中 截面 A 
C. 转角 为 零 处 [7 。 
D. 转角 最 大 处 

7. 当 模 向 力作 用 面 通 过 截面 的 弯曲 中 心 时 ， . 国人 

A. 梁 的 横 截 面 上 只 有 言 矩 ,无 剪 力 。 B, 梁 只 灾 曲 而 无 扭转 。 

C. 梁 的 横 截面 上 只 有 正 应 力 , 无 前 应 力 。 DD. 梁 内 发 生平 面 弯曲 变形 ， 

8. 如 图 2-3 所 示 的 四 种 截面 粱 ,材料 和 截面 面积 相等 。 从 强度 的 观点 考虑 ,图 所 


示 的 截 束 梁 在 销 直 面 内 所 能 够 头 担 的 弯 矩 最 大 。 


9. 对 于 等 截面 粱 ,以 下 结论 错误 的 是 
4, 最 大 正 应 力 |alu 必 上 出 现在 变 矩 值 |M| 为 最 大 的 截面 上 ， 

B. 最 天 前 应 力 |z*jm* 必 出 现在 前 应 力 值 | 妃 | 为 最 大 的 截面 上 。 
C. 最 大 前 应 力 |fr|- 的 方向 必 与 前 力 |@la 的 方向 … 致 。 

D. 最 大 拉 应 力 与 最 太 压 应 力 在 数值 上 必 和 相等。 

三 , 计算 题 ;( 共 105 分 ,答案 写 在 答题 纸 上 ) 

1. 作 图 3-1 所 示 带 中 间 和 镁 的 刚 架 的 前 力图 和 弯 答 图。(12 分 ) 
EC 0 | 


入 1 最 


太 YrB 


图 3-1 
2. 图 3-2 所 示 杆 件 由 两 种 材料 在 TI 一 了 斜面 上 笑 结 而 成 。 已 知 秆 件 横 截面 面积 A= 
1000mm? ,根据 黏 结 剂 要 求 ,条 结 面 上 拉 应 力 不 超过 o 一 16MPa, 前 应 力 不 超 过 + 一 8MPa。 若 要 
"71 


求 竺 结 面 上 正 应 力 与 剪 应力 同时 达到 各 自 的 容许 值 , 试 计算 黏 结 面 的 倾角 , 并 确定 最 大 容许 轴 
向 拉 伸 裁 荷 P。(15 分 ) 


图 3-2 


3, AB 为 刚性 梁 。 1 ,2 杆 材 料 相 同 , 横 和 截面 为 ,长度 都 是 ] ,2 号 杆 倾 角 为 好。 求 1,2 杆 内 
力 。(18 分 ) 


3-3 


4， 如 图 3-4 所 示 的 枸 忻 , 受 均 布 力 悼 的 必用 ,其 力 偶 的 集 度 为 m 一 20N， m/m 已 知 直 径 了 D 
二 200mmyi 一 2m ;材料 的 避 二 80GPa,[zj 二 30MPa, 单 位 长 度 的 需 用 扭 角 [中 二 0. 04rad/m。 试 
进行 强度 和 团 度 校 核 ,并 计算 A.B 二 截面 的 相对 扭转 角 $6 a。(20 分 ) 


Wu 


图 3-4 
5. 一 斜 齿 轮轴 ,其 载荷 及 尺寸 如 图 3-5 所 孙 。 已 知 斜 齿轮 的 轴 疝 力 了 .一 650N , 径 向 力 请 


一 650N ,切身 力 瑟 二 1730N , 轴 的 许 用 应 力 [o] 一 90MPa, 试 按 第 三 强度 理论 设计 轴 的 直径 4 。 
《20 分 ) 


下 
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6. 两 端 封闭 的 薄 壁 铸铁 圆 简 如 图 3-6 所 示 , 已 知 圆 简 内 径 d=100mm,; 壁 厚 ,t 二 ]0mm 材料 
的 pg 二 0.25,[oj 一 40MPa, 试 按 第 二 强度 理论 , 校 核 下 列 三 种 情况 下 圆 简 的 强度 。 

《1) 圆 简 承 受 内 压力 9 一 5MPa (5 分 ) 

(2 圆 简 承 受 肉 压力 gq 二 5MPa 和 轴 向 压力 FE 一 100KNIC7 分 ) 

《31 贺 简 承受 内 压力 g 一 5MPa 和 轴 向 压力 FF 二 100kN 以 及 外 力 偶 给 T 一 3KN mm 分) 
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华南 理工 大 学 2007 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 ,单项 选择 ( 共 3 小 题 ,每 题 5 分 , 共 15 分) 
1. 图 示 (e) 梁 中 的 弹性 应 变 能 为 D ,图 示 ( 引 梁 中 的 弹性 应 变 能 则 是 


A. U, 一 2 B, 7 二 407 : 全 Us 二 60 : D. U; 一 8 站 
加 
a EI 了 Pay EI 7 
12 | i2 | J2 | 2 


(a) (b) 
2. 图 示 钢 杆 上 端 固定 ,下 端 固 联 一 .个 园 盘 , 园 盘 上 有 一 刚度 系数 为 的 弹 纂 ， 
钢 杆 横 截 面 面 积 为 A, 长 为 1, 材料 的 弹性 模 量 为 E。 一 重力 为 W 的 重 物 自 高 度 为 
二 处 自由 落下 ,出 钢 杆 的 动 荷 系数 为 


了 RET 丈 JEA REAR 
A lt 1+ EA, B. 1+HV1+ om Es: 

RETWIER 了 ERA 
CI+AI+ Wk D.1ty lidartEAD: 


3. 两 根 长 度 相等 直径 不 等 的 国 轴 承受 相同 的 扭转 外 力 偶 矩 作 用 后 , 轴 表 面 上 母线 转 过 相同 
的 角度 。 设 直径 大 的 轴 和 直径 小 的 轴 的 横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 分 别 为 mw 和 ww, 材料 的 切 变 模 
量 分 别 为 G 和 Go。 关于 us 和 ww 的 大 小 有 下 列 四 种 结论 ,请 判断 万 一 种 是 正确 的 。 


态 . Thmar > Tymax + B, Tlmax< Tar $ 
C. 若 品 计 Gs;y 则 有 rims 让 ros; D. 若 售 >Gz, 则 有 zn twow。 
二 .填空 ( 共 2 小 题 , 共 20 分 ) 如 


1 正方形 钢 块 放置 在 刚性 槽 内 , 钢 块 顶 面 承受 向 下 的 荷载 Fr , 钢 块 沿 
7 方向 的 线 应 变 和 正 应 力 的 表达 式 分 别 为 ;， 。 

2. 图 示 悬 臂 梁 受 Pi .Ps 作用 ， 0 bxXh 和 直径 为 a 的 图 
形 , 则 这 两 种 截 曾 梁 的 最 大 正 应 力 分 别 泡 


[pe 


三 .计算 题 ( 共 6 题 ， 共 1 分 分 ) 
1. 图 示 节 点 板 用 四 个 直径 为 4 二 17mm 的 锦 钉 固定 在 立 柱 .上 ,已 知 节点 板 

承受 荷载 P 一 20kEN, 试 求 备 名 钉 内 的 议 应 力 。(15 分 ) 
2. 作 图 示 杆 忻 的 轴 力 图 。(15 分 ) 
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3. 结构 受 力 如 图 所 示 , 已 知 横梁 AB 部 分 由 25 号 工 字 钢 制 成 , 殉 ,= 402X 10smms ,材料 的 
许 用 应 力 [o 中 j 王 160MPa 。 试 画 出 弯 算 图 ,并 校 核 横 深 AB 的 正 应 力 强 度 。(15 分 》 


1.5m 2m 1.5m 


4 由 杆 件 及 梁 组 成 的 滥 合 结构 如 图 所 示 , 设 集中 力 P, 杆 件 的 抗 拉 { 压 ) 刚 度 EA、 梁 的 抗 弯 
刚度 本 .长度 a 均 为 已 知 , 试 求 梁 中 点 C 的 垂直 位 移 。(20 分 ) 


5. 由 三 根 在 顶端 铵 接 的 钢管 枸 成 的 支架 如 图 所 示 。 钢 管 的 外 径 ==30mm， 
内 径 4 一 22mm, 长 度 :一 2. 5m, 材料 的 弹性 模 量 下 一 210GPa。 若 取 稳 定安 全 系 
数 n. =3, 试 求 许可 荷载 [P]。(15 分 ) 

6. 屋 辟 滩 AB 受 均 布 荷载 gq 和 集中 力 P 如 图 示 , 横 截面 为 正方 形 aXa, 中 性 
轴 即 正方 形 对 角 线 。 试 计算 最 大 前 应 力 的 天 小 及 其 所 在 位 置 。(20 分 ) 


?7. 直 杆 AB 与 直径 4 一 40mm 的 圆柱 焊 成 一 体 :结构 受 力 如 图 所 示 , 若 不 忽略 弯曲 前 力 的 影 
响 , 试 确定 固定 端 上 点 a 和 点 b 的 应 力 状态 ,并 按 第 四 强度 理论 计算 其 相当 应 力 cs 。(15 分 》 
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北京 航空 天 大 学 2007 年 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 

一 .选择 题 ( 本 题 共 24 分 ,每 小 题 各 6 分 ) 

1. 构件 在 鳃 去 外 载 后 所 消 朱 的 变形 和 所 残留 的 变形 。 

和, 分 别称 为 弹性 变形 和 塑性 变形 B. 分 别称 为 塑性 变形 和 弹性 变形 

C, 统称 为 弹性 变形 D. 统称 为 塑性 变形 

2. 在 线 弹性 范围 内 ,图 a 所 示 号 辟 梁 在 力 下 作用 点 的 找 度 为 4A, 图 b 所 示 栅 架 在 力 2F 作 
用 点 铝 垂 位 移 为 4&72。 设 梁 的 应 变 能 为 ,桥架 各 杆 应 变 能 之 和 为 V , 则 。 

A, Vi=V B. Vi Ve C. Vi>V D. 缺少 条 件 , 不 能 判断 


一 2 
3， 当 交 变 应 力 的 ” .不 超过 材料 的 持久 限时 , 试 件 可 以 经 历 无 限 循环 而 不 发 生 疲 劳 坡 十。 
A. 应 力 幅 B. 平均 应 力 C. 最 小 应 力 D. 最 大 应 力 
4, 实心 轴 横 截面 面积 为 Al: ,空心 轴 横 截面 面积 为 A; ,内 外 径 比 a. 车 两 轴 在 横 截 面 上 的 所 
和 矩 各 最 大 切 应 力 均 相等 , 则 两 轴 的 模 截 面积 比 Al/Az 是 。 
A.1—oi B. (1— a )” Coe) do) D(a)? 
a ) 
| 一 .填空 题 (本 题 共 16 分 ,每 小 题 各 8 分 ) 


1. 图 示 梅 架 结 构 静 不 定 度 为 度 , 若 三 杆 拉 压 刚 度 均 为 EA, 在 图 示 水 平 载荷 下 作 
用 下 各 杆 轴 力 分 别 为 Fa=_ .Eva 一 ,ws — 9 


图 
2， 图 示 平 面 应 为 单元 体 的 三 个 主 应 力 二 := ,da 一 ,最 天 切 
应 力 ra 。 
| 15MPa 
| Ps 
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三 《本题 15 分 ) 试 画图 示 结 构 轴 力 . 剪 力 和 诗 扎 图 


由 a "| 3 


图 三 图 
四 (本 题 15 分 ) 


受 扭转 力 偶 Me 作用 的 圆 截面 轴 , 长 ;一 lm, 直 径 4=20mm, 材 料 的 弹性 模 量 下 一 200GPa， 
泊 松 比 vy 一 0, 3, 测 得 圆 轴 表面 45 方向 的 正 应 变 ar 一 400X10。 试 求 (1) 外 表面 任意 点 处 的 
最 大 切 应 变 ;(2) 此 轴 构 截面 上 的 最 大切 应 力 . 外 力 偶 矩 Me 的 大 小 和 两 端 截 面 的 相对 扭转 角 。 
(3) 若 已 知 材 料 许 用 应 力 [ej 一 160MPa, 试 用 第 三 强度 理论 校 核 强度 。 


图 四 图 
五 (本 题 15 分 ) 图 示 链 铁 梁 AC 许 用 拉 应 力 [oj] 二 30MPa, 许 用 压 应 力 Lo, 一 60MPa,z 轴 
为 中 性 轴 ,I 一 ?7.63X10:mm ,载荷 FF 可 沿 梁 任意 移动 , 试 求 (1) 在 如 图 (a) .Cb) 所 示 横 截面 两 
种 捍 放 情况 下 哪 种 许 用 载荷 [ 丰 较 大 ;C2) 任 选 一 种 摆 放 情况 计算 许 用 载荷 。 


F 
各 | C sommm 88mm 
A， 人 A 于 F2mm., 
0.4m 四 (h) 
图 五 图 


六 .( 本 题 15 分 ?》 圆 钢 轩 受 力 如 图 ,已 知 直 径 4 二 20mm; 力 已 一 6kN,F:=3kN ,材料 许 用 应 
力 Loj 王 120MPa, 用 第 下 强 庆 理论 确定 扭力 矩 Me 的 许 用 值 。 
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七 .( 本 题 15 分 ) 一 重量 为 QQ 的 物体 以 速度 " 沿 水 平方 向 冲击 四 分 之 一 等 截面 小 曲率 图 杆 
杆 端 CC, 曲 杆 的 弯曲 刚度 为 FI, 遇 杆 项 量 不 计 , 略 去 轴 力 及 前 力 的 影响 。 试 求 冲击 点 上 处 的 最 
大 水 平 位 移 。 


图 七 图 
八 《 本 题 15 分 ) 图 示 悬 璧 粱 AB 自由 端 通过 活动 匀 链 搁 在 刚 架 BCD 自由 端 , 粱 与 刚 架 各 
段 均 长 a, 这 上册 刚度 EI, 了 点 作用 向 下 的 力 下 , 试 求 了 点 的 铅 垂 位 移 。 
F 


九 .( 本 题 20 分 ) 盒 形 梁 ABR 的 许 用 应 力 (oj 二 160MPa, 长 一 2m, 颌 形 截面 尺 二 如 图 所 示 ， 
壁 厚 1 二 b/10。 柱 AD 为 图形 截面 ,直径 4 一 36mm 长 了 一 0. 8m， 

Xp 一 99.3,% 一 57, 中 二 度 杆 临 界 应 力 经 验 公式 go 二 304 一 1. 124 ,稳定 安全 因数 mu 一 3, 力 下 
在 AB 梁 上 移动 ,(t 假 设 梁 的 强度 足够 , 米 结 构 许 用 载荷 [下 ]; 02) 设计 梁 AB 的 尺寸 5。 


图 九 图 


Be 


北京 理工 大 学 2007 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 
一 、(25 分 ) 结 构 受 力 如 图 所 示 , 试 画 出 剪 力图 和 弯 矩 图 。 


ga 
a q 

» 十 Fr 

一 一 一半 


题 一 图 
二 .(20 分 ) 等 截面 钢 直 杆 长 :一 10m，- 端 面 定 ，-: 端 自由 ,材料 弹性 模 量 下 二 210GPa, 线 脱 
胀 系数 & 二 12. 5※10 司 /CQ ,为 保证 构件 的 正常 工作 ,自由 端 在 环境 温度 为 0 亿 时 预 留 5mm 的 伸 
编 颖 , 若 要 求 杆 内 最 太 轴 问 应 力 的 绝对 值 不 超过 50MPa, 则 允许 的 环境 温度 变化 为 多 少 摄 


氏 度 ? 
-| Stritm 
10m 


题 二 图 
三 《20 分 ) 如 图 所 示 , 梁 AB 的 抗 弯 度 刚 为 三 1 ,跨度 为 A.B 两 端 沿 垂 坦 方向 分 别 用 刚度 


系数 各 一 蕊 避 , 刀 二 3e 的 弹 息 支 成 ,一 重量 为 的 重 物 自 高 度 太 二 畦 [处 无 初速 自由 下 落 冲 击 


深 的 中 点 C, 试 求 系统 的 动 荷 因数 下。 


题 三 图 
四 (10 分 ) 柏 架 尺 二 如 图 所 示 ,已 知 节 点 尼 受 销 垂 向 下 的 力 P= 二 1kN 作用 时 , 杆 AD 产生 
道 时 针 方 向 的 转角 6 二 0. 01rad。 试 确定 为 使 节点 C 产生 办 重 向 下 的 线 位 称 A 二 0. 001m, 在 节 
点 太 和 卫 丙 处 应 加 多 大 的 力 下 ,并 说 明 加 力 的 方向 。 
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五 (25 分 ) 长 为 冯 的 圈 截 面 杆 AB, 直 径 为 4; 且 /一 5d, 杆 AB 受 力 如 图 所 示 , 二 5F, FF 
二 3 了 ,也 一 4P,M, 一 4 六 ,Fs ,Fi 的 方向 分 别 沿 杆 的 轴线 . 铬 于 和 水 平方 向 , 测 得 已 截面 最 上 
缘 沿 轴线 方向 的 线 应 变 为 ee, 材料 的 弹性 模 量 为 匡 , 试 求 :(1)E 的 大 小 。(2) 危 险 截 面 上 危险 点 
处 第 三 强度 理论 的 相当 应 力 cs 不 计 弯 曲 前 应力) 。 


六 .25 分} 由 横梁 AC 及 撑 杆 AB 各 CD 神 丰 的 结构 受 力 如 图 ,已 知 : M 二 48kN * m:F= 
48kN,a 一 500mm;i? 二 600m; 其 中 梁 AC 是 工 形 截面 铸铁 梁 , 横 截面 尺寸 如 图 ,县 I 二 3.0X 
10omm+ ; 梁 的 材料 的 许 用 应 力 分 别 为 Le; 二 35MPa,[o- 二 55MPa; 两 根 返 杆 AB 和 CD 的 两 
端 均 汶 球 匀 , 撑 杆 材 料 的 4 二 100,4, 二 50,E 二 200GPa, 稳 定 的 临界 应 力 经 验 公式 为 o, 一 (308 一 
1. 10X) MPa ,稳定 安全 因数 取 为 nu 二 5;AB 杆 横 截 面 为 圆 形 :d 二 32mm, CD 杆 模 截面 为 窍 形 :5 


一 10 V3mmash 一 8mms 试 校 核 该 结 构 安 全 性 (不 计 硒 曲 前 应 力 )， 


[1 ZI=28mm 
上 “ff 
| 五 =50mm 
和 


D 


题 六 图 
七 .25 分 ) 图 示 结 构 , 必 及 下 为 刚 结 点 , 刚 架 的 弯曲 刚度 EL, 横 架 的 控 压 刚度 下 A 及 几何 尺 


寸 ! 均 为 已 知 ,现在 CG 段 和 DH 段 施加 均 布 载荷 g, 使 得 点 A 和 点 B 的 相对 位 移 为 30, 试用 
图 乘法 求 载 荷 集 度 y 的 值 。 


to 


题 七 图 


BO 


中 国 科 学 院 研 究 生 院 2007 年 招收 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 统一 考试 试题 
一 , 尖 断 下 面 的 说 法 是 否 正 确 , 如 果 不 正确 , 予 以 更 正 ( 概 念 题 ,每 小 题 5 分 ) 
1. 虚 位 称 原理 的 应 用 不 爱 小 变形 的 限制 ,只 与 材料 的 应 为 一 应 变 关 系 有 关 六 ) 
2. 在 进行 太 杆 稳定 性 分 析 时 ,根据 奈 杆 的 模 截 面积 太 小 将 压 杆 分 为 细 长 杆 . 中 长 杆 和 粗 短 
杆 ; ) 
3. 某 杆 件 横 截面 上 同时 有 轴 力 . 弯 矩 和 扭矩 作用 村 三 种 上 内力 分 量 引起 的 变形 是 相互 关联 


的 ,总 应 变 能 不 等 于 三 者 单独 作用 时 的 应 变 能 之 和 。(  》 

一 .填空 题 ( 每 小 题 5 分 ) 

1. 细 长 杆 受 输 向 压力 作用 ,其 临界 载荷 与 、 和 有 关 , 临 界 载荷 
的 表达 式 为 。 

2. 加 轴 捏 转 的 单位 扭 轩 角 大 小 与 其 成 反比 ,与 其 上 作用 的 。 ”成 正比 。 

= .选择 题 ( 每 小 题 5 分 ) 

1. 各 向 局 性 假设 认为 ,材料 内 部 各 点 是 相同 的 。 

A. 力学 性 质 B. 几何 特性 C. 内 力 D. 位 移 

2. 轴 向 拉 压 杆 ,在 与 其 轴线 平行 的 纵向 截面 上 __ 。 

A. 正 应 力 为 零 , 切 应 力 不 为 零 B, 正 应 力 不 为 零 , 切 应 力 为 零 

C. 正 应 力 和 切 应 力 均 不 为 老 D. 正 应 力 和 切 应 为 均 为 零 

3, 图 示 产 生 恋 曲 的 梁 上 ,BC 染 自 

起 “ B 已 

A. 有 变形 无 位 移 | B. 有 位 称 先 变形 

C. 即 有 变形 又 有 位 移 D,， 即 无 变形 又 无 位 移 

4 前 应 力 互 等 定理 的 适用 条 件 是 . 

A. 仅仅 为 纯 剪 切 应 力 状态 B. 平衡 应 力 状态 

C. 仅仅 为 线 弹 性 范围 D,， 仅仅 为 各 向 同性 材料 


5. 矩形 截面 梁 上 只 有 目 尊 答 作 用 ,假设 材料 的 拉 伸 弹性 模 量 与 压缩 弹性 模 量 的 比值 为 
3 72, 那 么 确定 中 性 轴 z 位 置 的 原则 是 受 拉 区 I 与 受 压 区 II 

态 , 对 z 轴 的 属性 和 失 之 比 为 Ia : Ta 

B, 面积 之 比 Al : As 一 2:3 

OC, 对 z 轴 的 静 矩 的 绝对 值 之 比 为 S: : Ss 一 2:3 

D. 高 度 之 比 海 和 :各 一 213 


四 , 简 管 感 (每 小 题 5 分 》 

1, 简 述 功 互 等 定理 。 

2. 梁 发 生 膏 曲 变形 时 , 梁 的 平 曾 假 设 基 什么 ? 

五 ,计算 题 ( 每 小 古 15 分 ) 

1, 求 如 图 所 示 深 的 支 座 反 力 , 画 出 梁 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 


| 


lm lm 


2. 如 下 图 所 示 一 平面 葡 架 在 B 点 受到 一 重 直 力 下 的 必用 。 构 成 谢 架 的 每 个 杆 的 弹性 模 量 
都 是 E, 截 曾 积 都 是 A, 试 用 能 量 法 求 出 点 有 的 垂直 方向 的 位 移 。 


3. 如 图 所 示 ,轴承 中 的 滚珠 直径 基 品 , 弹 性 各 量 为 下 , 泊 松 比 是 jy, 受 一 对 径 向 集中 力 下 的 
作用 , 求 其 体积 的 改变 量 。 


F 


上 6 


4 图 示 结 构 各 构件 EI 相同 ,载荷 了 作用 于 也 点 。 求 也 截面 的 垂直 位 移 。 
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5. 画 出 单 轴 拉 仿 时 点 的 应 力 状 态 图 , 纯 剪 时 点 的 应 力 状 态 图 ,并 在 相应 的 应 力 贺 上 表示 出 
该 点 的 应 力 状态 。 

6. 如 下 图 (a) 所 示 的 简单 杆 系 中 ,两 杆 的 长 度 为 3m, 横 截面 积 A 一 10cm ,材料 的 应 力 一 应 
变 关系 如 图 (b) 所 示 ,EE 一 70GPa,EEs 二 10GPa。 试 分 别 计算 当下 二 80kN 和 下 二 120kN 时 , 结 点 
B 的 位 移 。 
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部 分 院 校 考研 入 学 试题 答案 
西安 交通 大 学 2006 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 沽 试 试题 解析 
一 , 简 管 题 
1. 解答 ;疲劳 破坏 是 一 个 疲劳 裂纹 萌生 .逐渐 扩展 和 最 后 断裂 的 过 程 , 断 口上 通常 出 现 两 
个 区 域 , 一 个 是 光滑 区 域 ,一 个 是 粗 粒状 区 域 ， 
2. 解答 :如 图 所 示 , 先 取 一 圆 片 ,再 过 轴线 截 二 刀 , 得 一 槐 形体 。 如 图 ,此 覃 形体 亦 形 可 用 
角度 P, 和 dg 改 示 。 纵 向 线 偏转 角 y, 两 截面 相对 转角 dp。 


题 一 2 答 图 


根据 弧 长 = 半径 X 贺 心 角 得 ; dd' 一 %dz 一 ody , 即 : y, 一 p 加 
3. 解答 :最 大 切 应 力 ; rwx 一 3 ;最 大 挤 压力 : os = 过， 


4. 解答 : 主 应 力 中 有 一 个 不 为 零 时 为 单 应 力 状态 ;两 个 不 为 零 时 为 二 向 应 力 状 态 ; 有 三 个 
不 为 零 时 为 三 向 应 力 状态 。 各 种 状态 图 如 图 所 示 。 


一 


题 一 4 管 图 

5. 解 管 ;对 于 空心 截面 ,用 较 小 的 横 截 面积 就 能 获得 较 大 的 抗灾 刚度 ,而 且 节 省 材料 。 

二 ,单项 选择 题 

6. A( 延 伸 率 是 材料 的 特性 ) ?7.A 8, C( 经 计算 即 可 求 出 ) ”9.B 10, DG 和 2 的 大 小 不 定 ) 
| 三 .计算 题 

11. 载荷 与 杰 矩 图 如 题 三 11 答 图 所 示 。 
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题 二 11 答 图 
12. 管 案 : 


先 将 结构 从 BB 点 分 开 , 因 为 梁 视 为 刚性 ,上 所 以 1 杆 和 2 杆 的 变形 是 成 比例 的 。 所 以 ,只 要 测 
出 任意 一 根 巧 索 的 变形 就 能 求 出 下 大 小 。 

由 于 结构 是 对 称 的 ,可 得 ， 

AZ = Adis Als = Ml 

如 图 所 示 


4 4 
所 以 : Apa = Al hb 一 Al 
VY vB 


F, = EA SS,F = EA 
4 3 


分 析 BC 段 : 
人 Fia 二 上 ER * Za 一 Fy 所 2a=> Fy = QF, 十 一 下 
再 来 分 析 AB 段 : 


己 下 a 十 
如 Ra+ 守 记 .94 Fs. oa — Fr=F—2 


Sat Fs. Za 


{pa + FE, 


FF 一 工 , 下 一 下: 下 一 下 
将 已 知 条 件 代 入 得 ， 


下 一 +4VIO FAA),F = 5 +4(EAAL,) 


下 一 5+4 VIEAN,) ,下 二 是 二 4(EAAD ) 


13. 答案 ， 
(DF 向 外 拉 时 ,3 丁 受 压 , 由 平衡 条 件 可 得 ， 
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一 /太一 才 0D.Dltm ,A 7 100 


» 杆 3 为 中 地 度 杆 
疏 )4 一 254968N 


Fe 
3 


人 
外 > 
人 


= 84989N=F < 147201N 


C2) 下 向 里 压 时 ,1.2、3.4 杆 受 压 ,各 杆 压 力 依 况 一 样 ,由 平衡 条 件 可 得 : Fl 一 屋 F 


14. 管 案 ; 

TT xtDt — dq:) 
ly Tmax 一 一 Wo — 6D 
轴 外 表面 任意 点 应 力 状态 如 图 所 示 


由 第 三 强度 理论 得 : me = 一 og 一 2rmx < [e] 


[中 =>T 二 [加 ME = 1.99x10N.m 
W, 2 


a ， 工 
(2) 6 EA'S 一 下 人 x 六 


E gx 一 
Fy 一 TR ;1 Trrnx 一 a 


Ex = 1. 33 X10t,rm = 4.52 xX 10°Pa 
15. 管 案 : 


下， 2H 
A 一 驴 'A=AQ+Y1+ 守 ) 
已， = A 41 + = QO TL+ I ) 


下 一 上 十 


2H 
FQ 2STYyiTA) 
mA 


各 


16. 管 案 : 取 整体 分 析 ， 


SFx= 0, 一 Fax 十 Fox 全 P=0 
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Fy=0,=>Fy 十 2 


2 NT, 一 口 ， = 郊 十 一， Fr 十 M 一 各- . 二 0 


3 
取 AB 村 分 析 ， ya 一 和 ,Pr 二 0 


取 CD 村 分 析 , 7 Mec 一 0,=>P 
通过 五 个 方程 联 立 即 可 求 出 已 及 其 AD 处 约束 反 力 。 

北京 航空 航天 大 学 2006 年 研究 生 入 学 考试 试题 解析 
一 .选择 是 
lL.D 2.AB,D,C 3.D 


二 ,填空 题 

1.2,1 2， 一 全 ,0.750, 3,CD,BC 

三 ,解答 题 

CB 段 轴 向 应 力 为 ; ru 一 Esess 二 100X10 x 1.0x103 = 100MPa = [er。] 
轴 向 载荷 为 ,FF 一 Fy 一 oA 一 100 x X40 一 125. 66kN 


Fxmwri=0 


DC 眉 轴 向 正 应 力 为 ;ow ~ 站 = 125.66 X10 _ 25MPa 一 To ] 


x xX S80: 
4 
所 以 安全 ， 
里 稍 条 正 应 变 为 ee 一 全 0X6 一 1.19 X10 
四 .解答 
dex .5X105 _ 
Tax ™™ WwW, nds 25, 4MPa 
16 
一 一 
?一 下 = 二 + 开 一 (3+5)x10 X500 0. 00124 (1) 
" ?TP 82x 107X 台 
1 一 Te 全 Glp, 加 2 
《Tri 有 "了 Gin RT dd td! ?9. 5mm 
五 ,解答 
gr 
Fe 如 
| 一 “一 >| 
杰 矩 图 
六 ,解答 


(1) 当 下 在 AB 之 间 移 动 时 ,在 AB 中 点 处 有 ,; M = TF 
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1 1 
0 IP sspy | 60 XxX a 15F7 


I, TI。 ?Om 工 下 


(2) 当 下 在 BC 之 间 称 动 到 C 点 时 , 蕊 处 有 ， AT = $F 


此 时 + Omex 一 


1 1 
由 时 ot = 2 30F:  _ 10+ FF! 70Fy 
1 Tmax L 1 $a 工 工 
综 上 :AB 浴 的 Cmax 一 ~ 了 
应 当 满 足 : 吕 。 -3 for], 册 下 上 上代 “1 = 17. 14kN 


357 
了 一 ee ]， 即 下 二 [并 一 17 14kN 


4 
mr X 200000 x X30. 


对 于 BD 杆 ; X= 3 = 160 > Ap, Pe = T0007 — — = 37. 8kN 
4 

易 见 下 在 C 处 时 BD 杆 爱 压 方 最 大 

< 3 ,Fl0. 1&N ,所 以 [F]= 10. 1kN 

七 .解答 

《1 如 图 所 示 


全 了 
《27 5 一 二 (a 十 ou A) .FE 二 上 (og 一 ) 
0 EB” AT « Epo FE‘ x 


~ 可,,_2D ppD 
OM ” 古 "98 


解 得 : P 一 3MPa M = 3.29 x 10N .mm 
(mw= + 新 = 9 25MPa = oa 0. = BO = 45MPa 一， gy 二 0 


yy 一 0 一 四 一 9]. 25MPa < [gj 
和 从. 解 等 
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5 Mrax Faa Vv 3EIQ 
WwW, WW, WwW, ga 


如 图 所 示 , 由 更 力 关系 可 得 


九 . 解 答 
RED 一 下 ATIzo 一 下 一 下 ri/2 
M(xz)= x Mx)= a 


aa —B[| Me Me dn + | Mr Mr) dr |= 0 


3F 
>Fs = 16 
.M(x ) = 6 MCxs) = 3 一 Fx, /2 


_aVv._ 217° aMt x1) 。 aM (xo) _ ?Fu? 
fc= 一 | Me dz 十 | Mz) dz | 


aF ”96EI 
十 .解答 


沿 圆 环 中 心 钱 加 集 度 为 g 的 均 布 载荷 ,在 g 的 作用 下 ， 
如 图 所 示 


2F 一 ['s . 避 dbsing 
站 


SN ， y 
YY ~ 
ta Ri 

As 认 - 王 

这 

根据 功 的 互 等 定理 : F. AD=g+ AA ”AA = 到- 


2Et 
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北京 理工 大 学 2006 年 攻读 硕士 学 位 研究 生 入 学 考试 试题 解析 


一 .答案 
(1) 由 D 点 平衡 关系 可 得 : Fen = 3 Fep = 3Fon 
由 释 加 法 可 知 ; 
站 5 _ Fepa! 
we = oo 十 WF Weg 一 24FT'ecr 6ETI 
_ Fowl 
及 有 ， A 一 EA 


A Te 一 2F.na 
mY EAcos30° 3EA 


Anpv = Ancv 十 于 (Acv 十 Any) 
VY 表示 垂直 方向 

网 We = Acp 十 Any 

可 得 Fa 一 衬 公 


C2) 对 村 GK 用 全 加 原理 


_ Fa’ (a— fa) Fa’{ta—3a) __ 2459' 
Cor ET 6ET 24El 


二 . 管 案 
AD 段 有 扭转 ,y 向 弯曲 和 向 纸 面 外 的 弯曲 ;DB 段 和 向 纸 外 的 碗 曲 只 有 扭转 :Be 有 段 只 有 所 
转 。 内 力图 如 图 ;危险 截面 在 A 截面 。 危 险 点 位 置 如 图 所 示 。 


题 二 答 图 
A 截面 处 有 最 大 弯 矩 M = FF ,AB 上 的 扭矩 为 ; 工 一 BM, Bp 
YI 
先 求 出 支 反 力 ,对 于 厅 扭 组 合 的 情况 : oo 一 人 二 全 生得 
二 .答案 
先 求 出 支 反 力 ,由 平衡 条 件 
Fh, 一 Fpx 


Fay = ga 2907 


“OO 


Fasa+am* Oo= 2 =F = Fex 一 27 一 和 


2 
内 力图 如 题 三 管 图 所 示 。 


55 
了 9 
| 
Fy 2gar 一 加 
题 三 答 图 
四 ,答案 
将 中 间 饺 解 开 , 受 力 如 图 所 示 。 
M=gT 


考虑 BC 段 可 得 : 下 一 和 


则 对 于 AB 杆 ， 


_ ge' dga' _ 2qa! 
ww — waM | Br ?ET 3El 3Eh 


a 3 3 
Bei 一 Biw 十 Or 一 性 哲 一 千 


对 于 BC 杆 可 考虑 为 两 端 较 支 的 情 沈 ,如 图 所 示 。 
4 ,go WB 2ga’ 


be = FT a 3El 
3 
0 = Oa — es + ts 一 所 
五 .答案 
(1) Fs = kag = PU 1 ) 
gp: ,_ ih: 
Au 一 3 "1 15 t= 3P 
__ nM 18 gE 
Me = 3Pl,s 一 宝玉 一 >P = 
(2) Gam 一 W = 2 到 ， 
FR, _ 5FB __ 5P? 
G83) 64 = 一) = 一 一 
六 ,答案 
天 一 工 ， 


2ga! 
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i 一 I _ jdrd _4d 
名 NA N64nd 4 
此 二 83 


1 


AAB 一 


A Ap ; 丰 B 杆 为 中 柔 度 杆 。 
同 理 可 得 ; 44c = 80Y3 > A 


Ac 杆 为 细 长 杆 。 
Fu = (304—1.12Aan) XA 95255N 
F x El 


0 = a = 47244N 


(2) Fap 二 17300N < 之 Fy Fa 二 10000N < Fy 较 稳 定 
(3) 由 题 意 知 ， 
Em = coth, .0 = arc cot 加 一 arc cot2 
华中 科技 大 学 2006 年 招收 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 解析 
一 \ 填 空 题 
1, 连续 ,各 向 同性 ,小 变形 
2. 断裂 ,强度 极限 ,强度 储备 
3. 强 府 ,稳定 性 ,降低 材料 的 消耗 量 
4. 屈服 阶段 ,强化 阶段 ,局 部 变形 阶段 ,局 部 变形 
5. 13 1 
6 nD ad) ane) 
" 32 " 18D 
7. EA , 弯 昌 刚度 ,GT 
8， 最 天 拉 应 变 , 最 大 切 应 力 


二 : 简 管 题 答案 

1. 

sz 一 下 (ec — p05,) J 一 ae: 十 Hgy) ez 一 证 [e。 一 上 ov + 0)) 
1 — 

Ey 一 到 Co 一 pre) mr 一 了 Ey 二 er) sy EL — klo: 十 oz 

y» 二 Tel ro 一 GY Er- 一 所 [ec nla t+ oy)] 


2， 当 横 截 面积 相等 时 , Wms 六 而 栖 


及 因为 Tmax 一 志 


所 以 rm 和 F 安 rmag 因此 选用 圆 环 比较 优越 。 

3. 枉 件 基本 变形 形式 : 轴 同 拉 压 ,弯曲 ,扭转 

组 合 变形 就 是 一 结构 同时 受到 变 拉 ( 压 ) 或 弯 扫 作用 时 而 发 生 的 变形 形式 ,如 机 械 设 备 中 的 
传动 轴 和 种 曲柄 轴 。 
He 


dd 
4 一 人 


5, 轴 力 拉 为 正 , 压 为 负 ; 在 所 切 横 截 面 内 侧切 取 微 段 , 凡 企图 使 该 微 段 沿 顺 时 针 方 向 转动 
的 剪 力 为 正 , 使 这 曲 旦 加 形 的 弯 年 为 正 :矢量 方向 (右手 定 则 ?与 横 截 面 外 法 线 方向 一 致 的 扭矩 
为 正 , 和 否则 为 负 。 

6. 候 如 有 一 含 圆 孔 的 受 拉 薄 板 , 圆 孔 处 蕉 面 上 的 最 大 应 力 会 显著 超过 该 截面 的 平均 应 力 ， 
这 种 截面 急剧 变化 引起 的 应 力 局 部 增 大 现象 称 为 应 力 集中 。 对 脆性 材料 的 影响 很 大 。 

7, 管 : 如 果 未 知 量 的 个 数 多 于 独立 的 平衡 方程 的 个 数 ,这 时 未 知 量 不 能 或 不 能 全 部 用 平衡 
方程 求 出 唯一 解 ,这 类 问题 称 为 超 静 定 问题 ,有 几 个 儿 余 的 约束 数 就 有 具有 几 次 超 静 定 次 数 。 求 
解 方法 包括 力 法 和 位 移 法 。 

步骤 : 

《1 解除 多 余 约束 ,以 相应 的 多 未 示 知 力 代 赫 , 得 原 结构 的 相当 系统 ; 

《2 利用 相当 系统 的 静 力 平衡 方程 和 变形 协调 余 件 建立 用 载荷 与 多 余 未 知 力 表 示 的 补充 
方程 ; 

《37 以 补充 方程 确定 多 余 未 知 力 并 通过 相当 系统 计算 原 静 不 定 结构 的 内 力 、 应 力 和 位 移 。 

8, 答 : 平 面 弯曲 : 梁 在 变形 后 , 构 截 面 仍 保 持平 面 , 且 仍 与 织 线 正 交 的 一 种 弯曲 形式 ; 纯 硒 
曲 : 若 漆 的 某 一 段 横 截面 上 的 前 方 急 等于零 ,只 有 音 矩 M 不 为 等, 称 此 段 梁 为 纯 瞪 曲 , 纯 弯曲 段 
粱 的 弯 和 矩 为 常数 ; 横 力 弯曲 : 梁 的 横 截 面 上 同时 有 弯 矩 和 剪 力 , 称 为 横 力 弯曲 , 横 力 弯曲 梁 弯 曲 
变形 后 截面 发 生 竹 曲 , 不 再 满足 平 而 假设 。 


三 .计算 题 
1. 答案 
AB 杆 为 刚性 杆 
“Am 1 
Am 2 
2 一 Fe 一 2Fo 0 
又 有 平衡 条 件 可 得 ， 
P34a= FopratFe* 24 人 
联 立 由、 外 得 ， 


Fep 一 30kN , Fis 一 60kN 
uD 一 是 一 30MPa ,or 一 Fer 一 80MbPa 


点 
2. 答案 
挠 度 曲 线 微 分 方程 :Ely” 一 一 M(x) = 一 Py 


引用 记号 : 姑 = 各 ,得 :y" 十 有 ry 二 0 
其 通 解 为 ; y 一 Asinkz 十 Bcoskz ; 式 中 AAWB 为 常数 。 


杆 的 边 田 条 件 : | > 
之 一 了 Y= 人 0 


“293， 


一 0 
AsinklL = 0=—>sinkL 一 站 


AL = /EL (RCo 0,1,2.) 


代入 通 解 得 : 


_ wx El ,,, 
P= (n=0,1,2") 
临界 力 为 最 小 压力 ; P。 = 瑟 呈 一 欧 拉 公 式 
3. 管 案 


如 图 在 BB 端 附 加 一 个 力 Fs ; 则 固定 端 反 力 为 二 六 十 Fs ; 则 


Mn = (+ Fa) 一 竖 - 


az _ 
aFs 
| MCr) ,MEOT) 
op 3Fp 
令 Fs 二 0 可 得 :mm 二 | 
4. 管 案 
如 图 所 示 : 
严 型 、。 工 
如 pial MH ( 扫 + 守 】 2 
立时 
bi 
$+ 
用 卡 氏 第 二 定理 ， 


AC 段 , Mi(z) = 学 + 坚 

Pr 5etz ,PL or aq’ 
,MG ace， f M(x) .ad 人 2 Pr So 
Ee i aP dz 十 |， EI dr 8El 384 


_ , 5M: 79! 
同 理 , 用 卡 氏 第 二 定理 可 得 , 0, 一 一 当 - 一 人 


浙江 大 学 2006 年 研究 生 入 学 考试 试题 解析 


一 ,(30 分 ) 

0) 等 案 : 材 料 力学 对 研究 对 象 做 了 三 个 基本 恨 设 :连续 性 假设 .均匀 
性 根 设 、 各 问 同性 假设 。 在 考察 梁 弯 曲 时 又 增添 了 弯曲 平面 假设 和 单间 间 
受 力 假设 ;计算 轴 扭 转 时 增添 了 平面 假设 。 

(2) 实 验 曲 线 如 图 所 示 。 在 曲线 上 , m 表示 比例 极限 , om 表示 屈服 极 
‘204: 


限 , o, 表示 极限 强度 。 
曲线 共 分 为 四 段 : 线 性 阶段 ,屈服 阶段 ,硬化 阶段 , 缩 颈 阶段 
还 可 以 得 到 的 参数 是 ,材料 的 弹性 模 量 EC 即 为 直线 斜率 ), 伟 长 率 $ ,断面 收缩 率 少 。 


二 (30 分 ) 
管 案 : 如 图 所 示 
(C1) 
13ga 
6 
名 有 目 [| Fao 
9 
ae 
和 
(2) 
g 多 等 
A 太 D 字 P 
上 
全。 换 ，08 区 Ebb 
1 三 1 学 
了 2 TP 
2Pd 
ARN 
M 
Pa 
三 , 管 案 : 
p [0 
入 呈 下 了 
由 对 称 性 知 贸 支 反 力 为 P 
结构 化 为 右 图 所 示 列 式 
E 
加 B 
+ 本 


= 
在 P 作 用 下 Acr = si 


在 Q 作 用 下 A 一 1 人 


Ds 


变形 协调 ”Ac 一 Aa 则 Q= 全 


,Fan 一 子 P 1 M, 


Pa 
Ft 


.答案 : 
对 于 图 示 应 力 状态 ,已 知 e 为 主 应 力 , 其 他 两 个 主 应 力 可 由 cc,rsyay 求 出 。 
十 ci 十 


由 公式 | 一 全 二 二 (全) 十 避 (9 之 四 可 得 


r 一 110MPa,o = 10MPa 
四 一 110MPa, os 一 50IVUPa ,ers 


2) romax 


10MPa 


CI 


一 SOMPa 


E 
—1.9x107 


(3) gi 二 61 十 和 十 的 


[a ~ pos Tos) | = 4.6xX10 


同 理 ; es 二 7x10 ,ey 


(4) 0 = te 


6 二 dg = 1]10NMIPa 
gw = goa) = 92MPa 
Ch) — 0 100MPa 


2 Fo) 二 3.4X10! 或 6 二 8 十 十 8 二 3.4X10+ 


[+ /3 La — ge): 十 《rs ” oa) 十 《as — a) | 一 87MPa 
五 .答案 


设 CD 杆 受 力 为 Fe ,由 平衡 方程 P. 拖 十 2P，2L 一 Fe . 工 得 : Fe 一 2P 
稳定 性 校 核 , Fe 一 等 腊 , Fe 志 耻 ， 

.P< Ee = 7381N 

强度 校 核 :由 弯 箱 图 可 知 : 杆 AB 上 最 大 寄 矩 为 Mo 一 2PL 
Wo 和 -< 

PP 地 写生 一 711N 


综 上 所 述 ; 了 过 711N 
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一 , 简 答 题 
答 :构件 的 强度 .刚度 和 稳定 性 问题 
二 、 填 空 题 
1. 连续 性 .均匀 性 .各 了 疝 同 性 ; 
2, 强度 .刚度 和 稳定 性 
三 .选择 题 
1. 2. 
第 2 章 
一 , 简 答题 
出 现 届 服 现象 ,在 光 少 试 件 表面 出 现 与 轴线 成 45 的 滑 移 线 
二 ,填空 题 
1, 减 小 , 减 小 ; 
2, 横 截面 .45" 斜 截面 ; 
3. 塑性 ; 
4. F;: 
5. 切 应 力 在 前 切面 上 均匀 分 布 ; 
6. 招 转 试验 ， 
7. 同时 发 生 压 缩 和 挤 压 破坏 ; 
8. 4tat FF/ arnd2) 
三 .选择 题 
1. C;2,D;3.D;4.C;5.C;8, A 
四 ,判断 题 
1. X32、 13. 
五 . 作 图 题 


2F 2F 


六 、 订 算是 
1. CD Nag 二 Y2P ( 拉 }, Nac 一 了 ( 压 )。 


只 日 了。 


(2) sw — BE (1 +2Y8) 


2. 柱 的 压缩 量 为 : AL = 此 


3EA 
3. 《1) 如 图 所 示 ; 
一 100kN 


一 260kN 


(2) AC 段 应 力 :一 2 5MPa; 
CB 段 应 力 ; 一 6. 5MPa; 
(3)AC 有 段 线 应 变 ; 一 2, 5 X10 mi 
CB 段 线 应 变 ; 一 6,. 5X10 "im; 
(4) 总 变形 ;一 1. 35X10 mm 
4, 轴 力 图 如 图 所 示 ，: 


s ~ Pa 
应 变 能 : U = EA 


5. (1)[Pj] 二 10kN ;位 称 :0., 12mm; 
(2)0, 625m;LP]=16kN 

6. 2, 96ctm 

7.82. 1 MPa 


第 3 章 

一 , 简 答题 
1. 管 ;实心 轴 的 最 大 前 切 应 力 要 大 一 些 ; 
二 ,填空 题 
1. v2M. ; 
2. Ye; 
3, 变形 几何 关系 和 物理 关系 ; 
4. 15/32xd’ 
5, Ie=IptD)—Ie(a) 9? 

WW(D—W(d); 
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6,， 8 和 16。 

三 ,选择 题 

1.A;2.B;3. A;d. A;5.C 

四 .判断 题 

.v2 3 

五 .计算 题 

1. 37. 2MPa 

2. 16, 4MPa 

3, d =0, 134m 

4,I i :Ll :0.886:0,720 


一 .填空 题 

1. 秋 加 法 

2. 受 拉 

3. 主 惯性 

二 ,选择 题 

1. C2. By3. A;4. D;5.C 

三 , 作 图 题 

1. 略 

2. 前 力图 和 弯 和 矩 图 如 图 所 示 : 


3. T=(21—a)/4 
4. 轴 力 .前 力 和 弯 惩 图 如 图 所 未 ， 
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一 .填空 题 

1. 物理 , 静 力 学 ，; 

2. 线性 ,在 距离 中 性 轴 最 远 ， 
3. 边界 ,连续 性 ; 

4. 1; 一 入 3 

5. 梁 的 纵 同 对 称 面 与 横 截面 的 交 线 ; 

6, Bs, 

?. 作用 面 过 弯曲 中 心 且 半 行 于 形 心 主 避 性 平面 
二 ,选择 题 

1.D;2, C;3, D;4,C;5, B;6. C;7, A:8.A 

三 .判断 题 

1.、 2 3，X 3 5 6.、/ 

四 、 诗 算 题 

1.(1) LP |= 25kN 

《2)a 放置 合理 

2. 工 一 6 一 3V2 1,7574 

B 去 截面 上 前 力 最 大 

Coax 一 一 46. 2754kIN 

rmx 一 一 21.3MPa 

3.《1) 前 力图 和 寓 失 如 图 所 示 


C2) omax 一 216. 0MPa ，rmx 一 37. 4MPa 
4. C1)5=0, 57735D;R=0. 8165D 
2065=0, 5D;h=0,. B866D 
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5.b=12. 8cm;h =—=25, 6cm 

6. 螺栓 的 直径 应 选 25mm 
第 6 章 

一 ,填空 题 

1, z=0,y1—0: 

x=a+b, ys = — Pa/lk(ate) | 


Tr Yl 一 区 


工 二 &@; 册 二 机 

2. 90. 006rad, 逆 时 和 针 方 向 ; 
3. n: :1 

4. 177, 

5. 铵 支 , 均 布 载荷 ; 

6, 线 弹性 小 变形 。 

二 ,选择 题 

1. B;2. C;3. B;4, D;5.C;6, B;7,B 
三 .判断 题 

1. xX 2, X 13. sd 
四 .计算 题 


1. 马 点 抄 度 ; #4 一 a) 同 下 
B 点 转角 : gs 顺 时 针 
2. B 点 水 平 位 移 ; -2 Cy 


C 点 水 平 位 移 ; 5 -~ (>) 


2 
_&l 


n C4) 


第 7 章 
一 、 简 答题 


答 : 笔 尖 折 断 , 是 由 于 拉 应 力 的 作用 。 在 写字 时 ,笔尖 受 弯 ,而 笔尖 是 脆性 材料 ,在 受 拉 一 例 


达到 极限 应 力 , 笔 尖 发 生 腾 性 断裂 ， 


二 ,填空 题 

1. 小 变形 , 线 弹 性 范围 

2. 平面 应 力 状 态 ; 

3， 找 出 一 点 在 不 同方 向 截面 上 的 应 力 变化 规律 ; 
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十， 一 下 人 Co 十 ae) ， Eo 


等 于 

脆性 

: 纯 剪 

三 .选择 题 

1. 和 2 A;3.C yd. C5, A;6,D;7, Ci;8,C 
四 .判断 题 

1. X 82 、 3 

五 ,计算 题 

1, rr 一 1300MPa,e 一 300MPa 


2 


rw 一 800MPa 
2, gs 一 出 一 下 一 140MbPa 扫 [zz] 
强度 满足 要 求 ,简体 安全 
3. 在 o 轴 上 定 出 o, , 作 a 角 定 出 o,， z, ,得 到 的 应 力 贺 如 图 ， 
tr 


4. T=—=125.6 (N+* m)} 
5. sO—=19.9NMpa, r = 4. 99MPa 


一 .填空 题 
1. 小 变形 , 线 弹 性 范围 
二 ,选择 题 
1 . 也 2. D;3.D ;4.B;5,D;é, D;7, D;8,D 
三 .判断 题 
1]. XX;2, Xx 
四 .计算 题 
], ox 一 15, 29MPa 
了 一 30, 8mm 
2. ga — 84,2MPa < fo 
3, P= 4]142 Xx 10°e 
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一 .填空 题 
1. 结构 在 荷载 作用 下 的 杰 矩 ; 
2. VBL 十 Yes 
二 ,选择 题 
1. Bi;2.C;3.C ;4, C35,C;6, B;7. A; 
三 ,计算 上 题 
_ 3xPR: 
1 A= 
、 4PLI ，P 
2. C 点 找 度 ; 个- 243FE1 | gK 
3. = 0.,015(Crad} 
1 .SPE _ Pr 
“23 384FE1’ 12E1 
_Poua’ 
5. Rs — X31—a) 
_ ppa[0.785 ,0,356 
6, yp Pr’| 1 3 | 
_Ph?i/h 
An 一 Ei ( 3 +a) 
PL Ba,Er: 
8 人 全 ES GL? ) 


os 为 截面 系数 ,对 薄 壁 阅 环 a。 一 2 
第 10 章 
一 .填空 题 
1- 多 余 未 知 力 和 荷载 的 ;去 掉 多 余 约束 , 原 结构 中 相应 的 位 移 ; 
2. Nlmt 1)— Alm(tN)= fp, 


_N_ NOD’ 
cm FA 48EI 


3. 在 静 定 基 上 单位 力 偶 | 单独 作用 在 入 点 时 入 点 沿 闫 | 方向 的 转 胡 ;在 更 定 基 上 载荷 P 


作用 下 A 点 沿 Xi 方向 的 转 骨 。 


二 ,选择 题 
1. C;2. B;3.D 
三 ,计算 题 
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4. ih 二 0, 0199mm 
5. fa=4. 86mm 
6.0. 2964PR 


第 11 童 


一 ,填空 题 

1.3Q 

2. 4QL/9 

3. 不 相等 

二 ,选择 题 

1.A ;2,D;3,C;4.C;5.D;6.B;7.B 

三 .判断 题 

1. Xx 

四 .计算 题 

1. 染 内 最 大 冲击 应 力 ， 

od 一 144ATPa 

-订立 ex 
<[R+ 便 ]” 

3. 工作 安全 系数 为 1. 15 

4, 点 1: ns 二 2.77 


2, 可 dmax 


点 2;,7 一 2.46 
点 3; nn, 二 12,9 
点 4; 7 一 4. 89 


0. Samx 一 107. 2MPa 
6, 染 : Am 一 15. 64MPa 
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吊 索 :, Ac ww 二 2, 55MPa 


然 斯 裂 ，; 


第 12 章 
一 ` 简 答题 
答 : 丫 劳 破坏 是 指 交 变 应 力作 用 下 最 大 工作 应 力 低 于 属 服 强度 且 不 产生 明显 塑性 变形 的 又 
二 ,填空 题 


1 构件 形状 ,构件 尺寸 影响 ,构件 表面 质量 影响 ; 
2, 组 和 应 力 集中 ; 减 小 表面 粗糙 度 ; 增 加 表层 强度 ; 
三 .选择 题 
1. 上 2. B;3.D 
四 .计算 题 
1) 6 = 30NMPa,s, 一 30MPa ， 
r=0, 
2) an = 50MPa,c, = 10MPa ， 
r=40/60=0, 667; 
3) mm = 20MPa,o, = 80MPa ， 
r= 一 40780 一 一 0.5; 
4) on = OMPa,o, 一 80MPa ， 
7 一 一 80/80= 一 1 
第 13 章 

一 ,填空 题 
稳定 平衡 .不 稳定 平衡 ; 
二 .选择 题 
1,C;2,D;3, B;4, C;5.D 
三 、 判断 题 
~ 
四 ,计算 题 
1, 结构 临界 载荷 : P。. 一 531. 7kKN 
2, [F | 51. 5kKN 
3. 工作 安全 系数 ”一 3. 2>> ns 二 3 

结构 安全 
4. 直 杆 稳定 
5, 167kMN 


305* 


中 的 -对 上 一 
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和 孙 训 方 ， 
刘 福 诡 ， 
张 新 占 . 


参考 文献 


方 学 小 ， 关 末 泰 ， 材料 力学 〈 第 4 版 )、 高 等 教育 出 版 社 ，1982-1 
材料 力学 (第 4 版)， 高 等 教育 出 版 社 ，2004-1 
材料 力学 . 西北 工业 大 学 出 版 社 ，2005-2 


莹 就 烛 等 ， 材料 力学 精 要 与 典型 例题 讲解 清华 大 学 出 版 社 ，2004-5 


单 辉 祖 ， 
范 钦 珊 . 
申 向 东 . 
荀 文选 . 
赵 论 杠 ， 
范 钦 珊 . 
敬文 选 . 
刘 鸿 文 . 


材料 力学 (第 2 版 ;， 高 等 教育 出 版 社 ，2004-7 

材料 力学 《第 2 版 )， 高 等 教育 出 版 社 ，2005.-7 

材料 力学 ， 中 国 水 利水 电 出 版 社 ，2005-7 

材料 力学 .科学 出 版 社 ，2005-8 

吴 胜 军 ， 用 长城， 材料 力学 习题 详解 . 华中 理工 大 学 出 版 社 ，2004-9 
材料 力学 学 习 指 导 . 清华 大 学 出 版 社 ，2005-12 

材料 力学 典型 题解 析 及 自 测 试题 ， 西 北 工 业 大 学 出 版 社 ，2004-3 
简明 材料 力学 ， 高 等 教育 出 版 社 ，2003-5 


邢 棣 华 编 . 材料 力学 ， 高 等 教育 出 版 社 ，2004-8 
闵行 ， 材 料 力学 . 西安 变通 大 学 出 版 社 ，1999-9 


孙 国 钓 ， 


赵 社 成 . 材料 力学 、 上 海 交 通 大 学 出 版 社 ，2006 


上 入学 考试 辆 导 
i 


六 宗 陀 榜 教材 同 沙 辅 导 


理 纶 但 要 
例题 什 解 
习题 月 测 
考研 具 题 


材料 力气 


考研 辅导 


Ee 


阐 介子 工党 出 瞩 社 ， 


WOUSE OFf 本 2TPEDIRCS NVSTWTY 


二 


I 
| 


87121051753 > 


定价 : 32. 00 元 


